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Préliminaires et rappels

1.1 Qu’est-ce qu’'un intégrale?

Rappelons la premiére définition d’une intégrale. Considérons une fonction f continue et
positive sur un intervalle [a, )] de la droite réelle. Par définition, 1'intégrale de f est l'aire
délimitée par la courbe y = f(z), 'axe O, et les droites = a et = b. Il convient alors de
donner une définition plus mathématique et moins restrictive de cette notion. Cette définition a
été donnée par B. RIEMANN en 1853.

Soit f une fonction définie sur [a, b]. On considére une subdivision de I'intervalle [a, b] :

a=x9g<x1 < < Tp_1<xHp=0>0

On définit h = sup; ;<. (i — ;1) et

n

% = Z f(cl)(xl — Lti_l), C; G]:ci_l,xi[.

i=1

On appellera Intégrale de f sur [a, b], la limite de %, lorsque celle-ci existe, quand n — oo (ou
h — 0). Il est alors facile de vérifier que cette définition coincide avec celle de 1'aire lorsque la
fonction f est continue et que cette définition est encore valable pour des fonctions ayant un
nombre fini de discontinuités. Cette définition contient toutefois encore un certain nombre
de restrictions. En particulier, une suite de Cauchy pour la norme

b
11l ::/ ()| de

de fonctions continues peut converger vers une fonction non intégrable. Pour pallier ces
inconvénients Henri LEBESGUE a proposé une nouvelle définition de l'intégrale que 1’on
peut présenter intuitivement de la maniere suivante : On regroupe les valeurs de f dans un
intervalle [m, M], on subdivise cet intervalle en sous-intervalles ]y;_1, y;[ puis on construit
I'ensemble

{z €a,0]; yio1 < f(@) < wi}.
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On associe une mesure m; a cet ensemble. On considere alors les sommes
n
E m;n; ou yi—1 <m <Y
=1

On définit enfin 'intégrale de f comme étant la limite de ces sommes lorsque la taille des
sous-intervalles tend vers zéro.

Nous verrons, dans ce cours, que cette nouvelle notion d’intégrale permet d’énoncer des
théorémes de convergence comme celui-ci :

Si (f,) est une suite de fonctions définies sur un intervalle [a, b] telle que

lfa(@)| <M VY, Vaz€la,b

et si f,(z) converge vers f(x) pour tout x € [a,b] alors la suite f: fn(z) dz converge vers
I} f(x) da.
Enfin, il est clair que toute théorie de l'intégration doit contenir une notion de mesure des
parties de R; celle-ci devant vérifier en particulier les propriétés suivantes :

— La mesure de tout intervalle est sa longueur;

— si Ay, ..., A, sont des ensembles disjoints de R alors la mesure de I'ensemble U}"_; A;

est la somme des mesures des ensembles A;;

— la mesure d'un ensemble est positive, éventuellement infinie.
Cette mesure nous permettra de construire une théorie de l'intégration avec des théoremes
de convergence.

1.2 Quelques rappels
1.2.1 Ensembles dénombrables

On dit qu'un ensemble E est dénombrable s’il est en bijection avec 1’ensemble des entiers
naturels N, c’est-a-dire, si 'on peut énumérer ses éléments en une suite (z,)nen, avec (z, #
Zm, lorsque n # m). Ainsi, par exemple, les ensembles N, Z, Q sont dénombrables, alors que
I'ensemble R et ’ensemble des intervalles [a, b], avec ¢ < b, ne le sont pas.

Exemple 1.2.1 L'ensemble des entiers relatifs Z est dénombrable. En effet, soit pour n € N, q(n) le
plus petit entier supérieur ou égal a n/2, et soit la suite x,, = (—1)"q(n). On voit aisément que les
termes de x,, d'indice pair décrivent I'ensemble N alors que les termes d'indices impairs décrivent les
entiers négatifs non nuls. Ainsi la suite x,, décrit une bijection entre N et Z.

Proposition 1.2.1

1. Toute partie d'un ensemble dénombrable est finie ou dénombrable.

2. La réunion d’une famille finie ou dénombrable d’ensembles finis ou dénombrables est un en-
semble fini ou dénombrable.

3. Sil'ensemble E n’est pas fini ou dénombrable, alors E'\ F', n’est pas fini ou dénombrable pour
tout F' C E fini ou dénombrable.



1.2 Quelques rappels 3
1.2.2 Séries
Soit (up)n>1 une suite numérique et soit
Sp=u1+...+u,

la somme partielle de cette suite a I'ordre n.

1. On dit que la série ) u, est convergente si S,, converge vers une limite finie S, que
l'onnote S = )" u, et que I'on appelle somme de la série.

2. Silasérie ), u, converge, la suite (u,),>1 tend vers 0. La réciproque est fausse.

3. Lasérie ) u, est dite absolument convergente si la série ) |u,| converge.

4. Sionawu, > 0 pour tout n, la suite .S, est croissante, donc elle tend toujours vers une
limite (finie ou infinie). On écrit encore S = ) u,,.

5. Siuy, € [0,400] pour tout n, la somme ) u, ne change pas si on change I'ordre de
sommation.

Montrons cette derniére propriété : Soit p une bijection de N* dans lui-méme et soient les
sommes partielles
Sp=u1+ .. U, S =uUpa)+ ... Upn)-

Les suites (S,,) et (S],) sont croissantes. Notons S et S’ leurs limites respectives (finies ou
infinies). Pour tout n il existe un entier m(n) tel que p(i) < m(n) pour i < n. Comme u; > 0
onaS), < 8,,(, <S.Donc en passant a la limite, on obtient S < .S. On montre de la méme
maniere que S < 5, etdonc S = 5"

1.2.3 Limites supérieure et inférieure
On considere une suite (u,,) bornée de nombres réels. On définit les suites :
vp, =sup {ug; k>n}, w, =inf{ug; k> n}.

La suite (v,) (resp. (wy,)) est décroissante (resp. croissante). On en déduit que ces deux suites
convergent. On définit
limsupu, := lim v,, liminfu, := lim w,.
n n— oo n n—oo
Cette définition peut étre étendue au cas ot la suite (u,,) n’est pas bornée. Ainsi si (u,,) n’est
pas majorée, on définit
lim sup u,, = +o0,
n

et lorsque celle-ci n’est pas minorée, on définit

liminf u,, = —occ.
n

Prenons, a titre d’exemple, la suite numérique bornée u,, = (—1)".Onawv, = letw, = —1.
On en déduit que lim sup,, u,, = 1 et liminf,, u, = —1.
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1.2.4 Suites de fonctions

On considere une suite de fonctions (fy,),>1 ot pour toutn > 1, f,, : E — R.

Définition 1.2.1
1. On dit que la suite (fy,)n>1 converge simplement vers une fonction f si la suite numérique
(frn(x))n>1 converge vers f(x) pour tout x € E.
2. On dit que la suite ( f,,)n>1 converge uniformément vers une fonction f : E — Rsiona

lim sup|fn(z) — f(z)] =0.
E

n—-+oo =

On montre aisément que si (f,)n>1 converge uniformément vers une fonction f, alors elle
converge simplement vers f. La réciproque n’est pas vraie.

Exemple 1.2.2 Considérons la suite de fonctions f,(z) = (1 — x)e ™" définies sur l'intervalle
10, +o0l. Cette suite converge simplement vers la fonction f(x) = 0 mais pas uniformément.

Définition 1.2.2 On appelle limite supérieure et limite inférieure d'une suite (f,)n de fonctions
sur E et a valeurs dans R les fonctions suivantes :

limsup f,(z) = inf sup f,,.(2),
n n m>n

(1.1)
limninf fn(x) = sup 7711r;fn fm ().

Notons que les fonctions lim sup,, f,, et liminf,, f,, sont a priori & valeurs dans R, méme si les
fonctions f,, sont a valeurs dans R.

Si la suite (f,, ), est croissante (resp. décroissante), elle converge simplement vers une limite
f vérifiant lim sup,, f, = lim,, f, etaussi f = sup,, f, (resp. f = inf,, f,).

Dans le cas général, dire que la suite (f,,) converge simplement est équivalent a dire que
limsup,, f, = liminf,, f,. La valeur commune de ces deux fonctions est la limite de la suite
fn. On a en outre la propriété

limsup f,, = —liminf(—f,).

1.2.5 Quelques conventions
Dans tout ce qui suit on définit les ensembles :
R:=RU{-00,+00} = [~00, +0c0], Ry :=[0,+o0].

De plus, on adoptera les conventions suivantes :

+ 00400 =+00, —00—00=—00,
a4+ 00 =400, a—00=—00 VaeR,
a X 400 = 400 sia €]0, +oo],

a X 400 = —00 sia € [—00,0].
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Intégrale de Riemann

2.1 Introduction

Nous consacrons ce chapitre a l'intégration de fonctions bornées sur un intervalle fermé et
borné de la droite réelle R. Soit S une subdivision de l'intervalle [a, b]. i.e. une partie finie
(Si)Ogign avec

a=8<8 <--+-<8,=>b.

Pour une fonction f : [a,b] — R bornée et pour toute subdivision S = (s;)o<i<n, on définit
les réels :

L(£,8) =Y (si—sic1) inf_ f(a),

Si—1<x<S;
1<i<n i—1< i

U(f.8) =Y (si—si1) sup  f(a).

1<i<n 8i-1Sw<s;

On a évidemment .Z(f,S) < Z(f,S). De plus, si S et T sont deux subdivisions de [a, b] avec
S C T (on dit alors que la subdivision T est plus fine que S) on a

ZL(f,8) <2, T), w(f,T)<%(f9)
Soient maintenant S et S’ deux subdivisions quelconques et soit 7’ = S U S’; on a
L(f.8) <L T)<u(f.T)<%(f,5").

On en déduit que la quantité Z(f,S) (resp. % (f,S)) admet une borne supérieure (resp.
inférieure) lorsque S décrit ’ensemble des subdivisions du segment [a, b] et on a

sup Z(f,5) < inf % (f,5).
s
Définition 2.1.1 On dit qu’une fonction f : [a,b] — R est intégrable au sens de Riemann ou
Riemann-intégrable si f est bornée et si

sup Z(f,S) =inf%(f,9).
S S
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Cette valeur est alors appelée intégrale définie de la fonction f sur [a, b] et est notée

LU@M%

Dans ce qui suit, si S = (s;)o<i<n est une subdivision de l'intervalle [a, b], on appellera pas de
la subdivision le nombre
hg = P — Si_1)-
s 1I£z‘agxn(51 8i-1)

Proposition 2.1.1 Soit f une fonction réelle bornée sur un intervalle [a, b]. Une condition nécessaire
et suffisante pour que f soit Riemann—intégrable est que

Jlim (%(£.8) ~ 2(£.5)) =0,

Démonstration.
La condition est trivialement suffisante. Montrons qu’elle est nécessaire. Soit f : [a,b] — R
une fonction intégrable. Pour tout € > 0, il existe donc des subdivisions S’ et S” telles que

U(f,8")— ZL(f,8) <e.

Soit la subdivision S = S U S” = (s;)o<i<n, ona Z(f,S) — Z(f,5) < e. Posons M =
w(f,[a,b]) et @ = e/nM et soit hg le pas de la subdivision S et ' = min(hg,0) > 0.... O

2.2 Fonctions Riemann-intégrables

Définition 2.2.1 On appelle fonction en escalier toute fonction f : [a,b] — R pour laquelle il
existe une subdivision S = (s;)o<i<n de lintervalle [a,b] telle que f soit constante sur chaque
intervalle [s;_1, s;[. On a alors

n

U(f,5) = Z(f,5) =Y (si—si-1)f(5i-1)-

i=1
Ainsi, une fonction en escalier est Riemann-intégrable et son intégrale vaut

n

b
/ f(z)dx = Z(Sz —si—1)f(si=1)-

i=1
Proposition 2.2.1 Toute fonction continue est limite uniforme d’une suite de fonctions en escalier.

Proposition 2.2.2

1. L'ensemble E des fonctions Riemann—intégrables sur [a,b] est un sous-espace vectoriel de
Uespace de toutes les fonctions réelles sur [a, b]. De plus, I'application

b
I:fEEHI(f)::/ f(z)dz eR

est une forme linéaire sur E, i.e. une application linéaire continue de E dans R.
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2. Si f et g sont deux fonctions Riemann—intégrables avec f < g, alors I(f) < I(g).
3. Une limite uniforme sur [a, b] de fonctions intégrables est une fonction intégrable.

Démonstration.
1. Soient f et g deux fonctions bornées sur [a, b]. Si A C [a, ], on a les inégalités :

inf f(z) + inf g(e) < inf ((z) + g(2)),

sup(f(x) + g(z)) < sup f(z) + sup g(z).
T€EA €A T€A

Soit S une subdivision de [a, b], on a donc
L8+ ZL(9.9) < L(f+9.8) <U(f+9.5) <U(f,5)+%(g,5).

On en déduit que si f et g sont intégrables alors f + g 'est aussi et, de plus, I(f + g) =
I(f)+1I(g).Soit A € R, on voit de la méme fagon que si f est intégrable alors A\ f 'est aussi et

I(AS) = M(f).

2. Si A est une partie de [a, b, alors I'inégalité f < g entraine

inf < inf < .
;IelAf(ff) < Inf 9(x), itelgf(r) < itelgg(x)

Soit S une subdivision de l'intervalle [a,b]. On a donc Z(f,S) < Z(g,5) et Z(f,S) <
% (g,S). D’ol, par passage aux bornes, I(f) < I(g).

3. Soit f : [a,b] — R une fonction limite uniforme sur [a,b] d’une suite (f,) de fonctions
intégrables sur [a, b]. Soit ¢ > 0; il existe un entier N tel que, pour tout n > N et pour tout
x € [a,b], on ait | f(z) — fn(z)| < e. Ainsi

sup fz) = inf f(z) < sup Jal@) = Inf fo(w) +2¢

pour toute partie A de [a,b]. On a donc, pour toute subdivision S de [a, b]
U(f,8) = Z(f,8) <U(fn,S) = L (fn, S) + 26(b— a).

Soit un entier n > N et soit S une subdivision telle que % (f,,, S) — Z(fn,S) < . Pour toute
subdivision S, ona % (f,S) — Z(f,S) < e(1 + 2b — 2a). On en déduit que la fonction f est
intégrable. O

Corollaire 2.2.1 L'espace E est complet pour la norme de la convergence uniforme, i.e. c’est un
espace de Banach.

Corollaire 2.2.2 Une fonction continue est Riemann—intégrable.

Démonstration.
Il suffit d"utiliser la proposition 0
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2.3 Sommes de Riemann

Soit f : [a,b] — R une fonction et soit S = (s;)o<i<n une subdivision de l'intervalle [a, b]. On
appelle le nombre

Z(f,8,c) = Zf(ci)(si = Si—1),
i=1

oll ¢ = (¢;)1<i<n avec ¢; € [s;_1, s;[, somme de Riemann de la fonction f associée a la subdivi-
sion S. On a évidemment

ZL(f,8) <A(f,8,¢) <U(},5) @1
De plus, si f est Riemann-intégrable, on a par définition
Jm  Z(f,5) = lim %(f,5).

En prenant la limite dans (2.1), on obtient

b
/ f(z)dx = lim Z(f,S,c).
a hs—0
On en déduit que si la fonction f est Riemann-intégrable alors la limite des sommes de
Riemann existe.

Lemme 2.3.1 Soit f : [a,b] — R une fonction. Silimy,_,o0 Z(f, S, c) existe alors f est bornée.

Démonstration. Supposons la fonction f non bornée et soit I = limy, ;.o Z(f, S, ¢). Soit S une
subdivision telle que |Z(f,S,c) —I| <1.Ona

|2(f,S,c)—Z(f,S,c) <2

pour tous points ¢, ¢’ associés a la subdivision S. Supposons que la fonction f soit non bornée
sur l'intervalle [sg, s1[ et fixons cdans S. Soit ¢, = ¢;, 2 < i < netc] tel que f(c}) > N. Alors

A(f,S,¢) = R(f,S,c) = (f(c)) = fler))(s1 — 50)
> (N = f(c1))(s1 = s0)-

11 suffit alors de choisir N assez grand pour que les deux sommes different de plus que2. O

Proposition 2.3.1 Une fonction f : [a,b] — R est Riemann—intégrable si et seulement si

lim Z(f,S,c¢)

hs—0

existe. Dans ce cas, cette limite est égale a I'intégrale de f.
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Démonstration. 11 suffit de montrer que si la limite lim, ;.o Z(f, S, ¢) existe alors la fonction
f est Riemann-intégrable.
Soit un réel € > 0 et soit une subdivision S telle que |Z(f, S, c) — I| < e pour tout c associé &
la subdivision S, ot I = limy .0 Z(f, S, c). Alors, pour tous ¢, ¢’ dans la subdivision S on a
|Z(f,S,c)—Z(f,S,c)| <2e. Montrons que 'on peut choisir ¢, ¢’ tels que
L(f,9) <%(f,S,c) <Z(f,5) +e, (2.2)
U(f,8) —e<%(f,S.¢)<U(f,9). (2.3)
Dans ce cas, on aurait

U (f,8) — L(f,S) < 2.

Soit la subdivision S = (s;)o<i<n. Pour touti € {1,...,n}, on note
m; = inf {f(z); s;-1 <2 < s}, M; =sup{f(x); si-1 <z <5,

et on choisit ¢; tel que

€
f(ci) <m;+ b—a
On en déduit
f(f, S) = ZmZ(Sz - Sifl)
i=1
S Zf(cl)(sl - Si—l) = r%(fa Sa C)
=1
n €
< i _
=~ vt (ml + h— a) (Sz Si 1)
n e n
< Zmz(sz —Si—1) + — Z(Si — Si—1)-
i=1 i=1
De méme, on choisit ¢’ tel que pour touti € {1,...,n}
€
flei) > M; — A

D’ot les relations (2.2). Les relations (2.3) se démontrent de la méme facon. O

2.4 Propriétés des fonctions intégrables

Définition 2.4.1 On dit qu'une partie A de R est négligeable si, pour tout ¢ > 0, il existe une suite
(In)n>o d'intervalles I,, =ay,, by, [ telle que

AcC U I,, Z(bn—an) <e.

n>0 n>0
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Nous pouvons ainsi montrer qu'une réunion dénombrable d’ensembles négligeables est un
ensemble négligeable et qu’un ensemble réduit a un point est négligeable.

Proposition 2.4.1 Pour qu’une fonction bornée f : [a,b] — R soit Riemann—intégrable, il faut et il
suffit que 'ensemble des points de discontinuité de f soit négligeable.

Nous avons alors les corollaires suivants.

Corollaire 2.4.1 Le produit de deux fonctions Riemann—intégrables est une fonction Riemann—
intégrable.

Corollaire 2.4.2 Soit f une fonction Riemann—intégrable. Alors la fonction |f| est Riemann—
intégrable. De plus, on a

’Lgﬂ@dﬂ<ilﬂfmﬂm%<®—a)fn

oit ||f|| = SUPg¢[a,b] |f(.13)|

Démonstration. La fonction |f| est continue en tout point olt f est continue. De plus, comme

—lfI < f=<Ifl,
on déduit
b b b
- [ < [ f@ e < [ 17
D’ott la premiere inégalité. La second inégalité s’obtient par la méme méthode. O

Soient maintenant quatre points a, b, c,d € R vérifiant a < ¢ < d < b et soit une fonction
[ :[a,b] — R.On dit que f est Riemann—intégrable sur [c, d] si la fonction f||. 4 est Riemann-
intégrable.

Supposons que f soit Riemann-intégrable sur [a,b] et soit ¢ €]a,b[. Ceci est équivalent a
dire, d’apres la proposition que f est Riemann-intégrable sur [a,c| et [c, b]. De plus,
soient S’ et S” sont deux subdivisions respectives des intervalles [a, ¢] et [c,b]. L'ensemble
S = 8"US"” est une subdivision de l'intervalle [a, b] et on a les identités :

Z(f,8)=2(f,8")+2(f.5"),
%(f,S) = %(fasl)+%(f7sll)

fﬂ@m:l%@m+lvmm.

Remarque 2.4.1 Si c < d, on note, par convention

/dcf(w)dac = —/cdf(ac)dx.

On en déduit que
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2.5 Primitives

Soit f : [a,b] — R une fonction Riemann-intégrable et soit la fonction

F(az):/wf(t)dt, x € [a,b].

Proposition 2.5.1 La fonction F est continue. De plus, si la fonction f est continue en x € [a, D]
alors F est dérivable en x et on a F'(z) = f(x).

Démonstration. Soient z,y € [a,b] avecz < y.On a

[F(y) = F(2)| =

IR dt\ < -1,

ot || f|| = supgefqp [f(2)]. On en déduit que la fonction f est continue (et méme lipschit-
zienne).

Supposons la fonction f continue en un point = € [a, b]. Soit € > 0, il existe 6§ > 0 telle que
|f(y) — f(z)] < epourtouty € [a,b] tel que |y — z| < 6. Pour tout y € [a,b], on a

LI (@) = f(x))dt siz <y,

F(y) = Fla) - (y — ) () = { T - sy sg<n

Dong, pour |y — x| < 6,

[F(y) = F(z) = (y — ) f(2)| < ely — =.

On en déduit que si = € ]a, b[, la fonction F' est dérivable au point z et sa dérivée est f(x). Si
x = a, la fonction F est dérivable a droite en z et Fj(z) = f(z) et siz = b, F est dérivable a
gauche et F (z) = f(z). O

Définition 2.5.1 Soit f : [a,b] — R une fonction. On dit que f admet une primitive s'il existe une
fonction dérivable F : [a,b] — R, appelée primitive de f, telle que F' = f.
Corollaire 2.5.1 Une fonction continue sur un intervalle de R admet une primitive.

Proposition 2.5.2 Soit f : [a,b] — R une fonction Riemann—intégrable admettant une primitive
F. Pour tout x € [a,b], ona

Fz) — F(a) = / "ty a.

Démonstration. 11 suffit de montrer la proposition pour x = b. Soit s = (s;)o<i<, une subdi-
vision de l'intervalle [a, b]. On a

n

F(b) ~ Fa) = Y (F(s) — F(si-)).

i=1

D’apres la formule des accroissements finis, il existe pour tout 7, 1 < ¢ < n, un point z; de
I'intervalle |s;_1, s;[ tel que
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F(si) = F(si—1) = (si — si—1)f (@)

Donc

D’ou
ZL(f,8) < F(b) = F(a) <% (f.95).

En passant aux bornes de .# et %, nous obtenons le résultat. O

2.6 Changement de variables

Proposition 2.6.1 Soient f : [a,b] — R une fonction et ¢ : [c,d] — [a, b] une fonction dérivable et
telle que ¢(c) = a et $(d) = b. On suppose que la fonction f posséde une primitive sur [a,b], que f
est intégrable sur [a, ] et que les fonctions f o ¢ et ¢’ sont intégrables sur [c,d]. Alors, la fonction
(f o @)@ est intégrable sur [c,d] et 'on a

b d
/ f(x) di = / F6w)é () dy.

Démonstration. Soit F : [a, b] — R une primitive de f. D’apres la proposition ona

b
F(b) — F(a) = / f(x)dx.

Par ailleurs, la fonction F o ¢ est dérivable et sa dérivée est (f o ¢) ¢’. Cette fonction est
intégrable puisqu’elle est produit de fonctions intégrables. La proposition implique
alors

d
F(6(d) — F(o(c)) = / F(6w)d ) dy.

Dot le résultat. O

2.7 Intégrales impropres

Proposition 2.7.1 Soit f : [a,b] x R — R une application continue. La fonction F : R — R définie
par

b
FO) = [ (o0
est continue.

Démonstration. Pour tout t € R, la fonction z — f(z,t) est continue, donc Riemann—
intégrable. Soit t € R; pour toute suite (¢,,) tendant vers ¢, la suite (f(x,t,)) tend vers f(z,1),
uniformément pour = € [a, b]. Comme l'intégrale est continue relativement a la norme de la
convergence uniforme sur [a, b], la suite (F'(¢,)) tend vers F'(t). D’ot1 le résultat. O
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Soit maintenant f : [a, +0o[— R une fonction Riemann—intégrable sur tout segment [a, y],
y > a. Supposons que l'intégrale

P - |  fw)do

ait une limite I € R lorsque y — +o0. On dit alors que 'intégrale

J[OOf(z)dx

est convergente. Dans le cas contraire (F'(y) tend vers l'infini ou la limite n’existe pas), on dit
que l'intégrale est divergente.

Proposition 2.7.2 (Condition de Cauchy)
Soit f : [a,+oo[— R une fonction Riemann—intégrable sur tout segment [a,y], a < y. Pour que

Uintégrale impropre
+oo
/ f(x)dx
soit convergente, il faut et il suffit que

Y,z2——+00

lim /y f(x)dz =0. (24)

Démonstration. Posons

F) = [ () da,

La condition (2.4) signifie que, pour tout € > 0, il existe A € [a, +oc] tel que l'on ait |F/(y') —
F(y)| < epouryety > A Enutilisant le critere de Cauchy pour les suites réelles, on voit que
la condition (2.4) est nécessaire et suffisante pour que F(y) ait une limite lorsque y — +o0.
O
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Mesure de Lebesgue

Considérons la fonction f = 1g, (la fonction indicatrice de I'ensemble des rationnels Q)
définie sur [0, 1]. Grace & la densité de Q dans R, on a pour toute subdivision S de l'intervalle
[0,1]:

ZL(f,8)=0,%(f.5) =1

Ceci veut dire que cette fonction n’est pas Riemann-intégrable. Pourtant, si I’on utilise 1'in-
terprétation géométrique de 'intégrale de f, on voit que cette intégrale “pourrait” avoir un
sens. Ainsi, si on affectait une mesure nulle a 'ensemble Q (et a tout ensemble dénombrable),
on obtiendrait une intégrale nulle de f.

Toutes ces considérations indiquent la nécessité d'une nouvelle théorie de 1'intégration.

3.1 Mesure sur un intervalle borné

3.1.1 Définition

Dans ce qui suit, pour tout intervalle borné I de R on appelle ¢(I) la longueur de I. Soit E
un sous-ensemble de [0, 1] et soit un recouvrement dénombrable de E en intervalles I, i.e.,
une famille d'intervalles I; tels que £ C |J; I;. On appelle mesure extérieure de Lebesgue ou
simplement mesure de Lebesgue de E le nombre

m(E) := inf{Z@(Ij); EC UIj}. 3.1)

Cette définition reste la méme si I’on utilise des intervalles I; ouverts, fermés ou les deux a
la fois. En effet, Si (I;) est un recouvrement en intervalles ouverts de E, il existe un recou-
vrement (K;) en intervalles fermés donnant la méme longueur. Ainsi, 1'utilisation de recou-
vrement en fermés pourrait donner une plus petite valeur de m(E). Or, pour chaque recou-
vrement fermé (1), il existe un recouvrement ouvert (J;) dont la longueur est inférieure a
>4 €(Ix) +¢, en choisissant par exemple (J;) tel que ¢(J;,) < £(Ix)+¢/2*. Dong, a tout recou-
vrement fermé (I;) on peut associer des recouvrements ouverts avec des longueurs totales
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arbitrairement proches de la longueur totale de I;. Ainsi, la borne inférieure des longueurs
totales est la méme.
Il est ainsi aisé de montrer le résultat suivant.

Proposition 3.1.1 Si [ = [a,b] C]0,1[ ou I =]a,b[C]0,1[, alors m(I) = £(I).
Lemme 3.1.1 Soit (I;) un recouvrement fini de [0, 1] en intervalles disjoints deux a deux,1 < j <n
et soit = Uj_,I;. Alors

m(E) = 3" i1y)

Démonstration. On a évidemment m(E) < >, ¢(I;). Soit maintenant (;) un recouvrement
de E. Etant donné un ¢ > 0, on choisit I pour tout j € N* tel que I; C Int([}) et £(I}) <
{(I;) + 27 7e. Comme E est compact, on peut extraire un recouvrement fini {I{,...,1/,} de
E. En particulier, on a

n m

DoUL) <D LN

j=1k=1
<Y UL) <Y AT <Y I e
k=1 k=1 k

En faisant tendre € vers zéro et en prenant le borne inférieure, on obtient le résultat désiré.
Nous pouvons maintenant énoncer les premieres propriétés de la mesure m.

Proposition 3.1.2 On a les propriétés suivantes :
(i) m(E) <m(F)si E C F (Monotonie);
(ii) 0 <m(E) <1 pour tout ensemble E C10,1];
(iii) m(0) =0;
(iv) m({x}) = 0 pour tout x € [0, 1].
Démonstration.
(i) Si (I;) est un recouvrement de F' alors (I;) est un recouvrement de E. On en déduit
que m(E) < m(F).
(ii) D’apres (3.1), le nombre m(E) est borne inférieure de nombres positifs. Donc m(E) >
0. Nous notons en outre que, par la proposition m([0,1]) = 1. Donc, d’apres (i),
m(E) < m(J0,1[) = 1.
(iii) Evident.
(iv) L'union d’intervalles de la forme |z — + 2 + %[ constitue un recouvrement de 1'en-
semble {z}. En faisant tendre n vers +00, on obtient le résultat. O

Proposition 3.1.3 Pour toute famille dénombrable (E;) de sous-ensembles de [0, 1], on a
m(UE) <> mEy).
Jj=1 Jjz1

On dit alors que la mesure m est sous-additive.
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Démonstration. Pour un élément F; de la famille dénombrable, soit ¢ > 0 et soit (I;;) un
recouvrement de E; en intervalles ouverts tel que

m(E;) + 23 >3 i)

jz1
Alors
U E; C U Iij.
i>1 i,5>1
Donc -
m( U El) <D MY (m<Ei) + g) =Y m(E;)+e.
i>1 i,5>1 i>1 i>1

En faisant tendre ¢ vers zéro, nous obtenons

m(UEl) SZm(Ei). m|

i>1 i>1

3.1.2 Ensembles mesurables

Une propriété essentielle que nous voudrions obtenir pour une mesure est son additivité. En
d’autres termes, nous voudrions obtenir I'identité

m( U E) =3 m(E) (3.2)

i>1 i>1

pour toute famille d’ensembles (E;) disjoints deux a deux. Nous parlerons alors d’ensembles
mesurables.

Définition 3.1.1 On dira qu'un ensemble E est mesurable si
m(E) +m(E°) =1,

on E°:=10,1[\E.

Nous pouvons déduire les propriétés immédiates suivantes :

Proposition 3.1.4
(i) L'ensemble E est mesurable si et seulement si son complémentaire E est mesurable.
(ii) Sim(E) + m(E°) < 1alors E est mesurable.
(iii) Sim(E) = 0 alors E est mesurable.

(iv) Les intervalles sont des ensembles mesurables.

Démonstration.
(i) Evident. Il suffit d’intervertir le role de E et E°.



18 3 Mesure de Lebesgue

(ii) Résulte immédiatement de la proposition Cette inégalité est donc une ca-
ractérisation de la mesurabilité.

(iii) Supposons m(E) =0.0Ona
m(E) +m(E°) =m(E°) < 1.

Ceci équivaut a la mesurabilité.

(iv) Evident, puisque le complémentaire d'un intervalle est union disjointe d’intervalles.
O

Lemme 3.1.2 Si (I;);>1 est une famille dénombrable d’intervalles disjoints deux a deux de 'inter-
valle 10, 1[, alors pour tout ensemble E on a

m(EnJ L) =Y mEND).

Jz1 Jj=1

Démonstration. Considérons d’abord une famille finie d’intervalles disjoints /1, . . . , I,, et sup-
posons, sans restriction de généralité, que £ C I; U... U I,,. Soit ¢ > 0 et soit (Ji)r>1 un
recouvrement de E tel que

> U(Jx) <m(E) +e.

k>1

Les ensembles J;, N I, k = 1,2, ... forment un recouvrement de 'ensemble £ N I;. De plus,
ona
TN+ ...+ (TN T) < ().

Donc
m(ENI;) < E UJ, N 1),
k>1

et

m(E) <> m(EnI))

Jjz1

< ZZE(JIC NI

J21k>1

=> > Iy

k>1j>1
<> ()
k>1
<m(E) +e.

Donc
m(E) =Y m(ENI) siECJiU...UJ,.

Jj=1
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Soit maintenant (I;) un recouvrement dénombrable de E par intervalles disjoints deux a
deux. En utilisant la sous-additivité et la monotonie, on obtient

m(Em U Ij) <Y m(ENI)

j>1 j>1

= nl;rrgozlm(E Nn1I;)
=

= lim m(EN(LU...UI,))

n—roo

<m(EnJ1).

jz1
Ainsi la premiére inégalité est une égalité et le résultat est montré. O

On a vu qu'un ensemble est mesurable si et seulement si il partitionne l'intervalle [0, 1] additi-
vement. Le résultat suivant montre qu’il est mesurable si et seulement si il partitionne chaque
sous-intervalle de [0, 1] additivement.

Proposition 3.1.5 Un ensemble E est mesurable si et seulement si, pour tout intervalle I C]0,1[,
m(ENI)+m(E°NI)=m().
Démonstration. Notons I 'intervalle I =]a, b[ avec0 < a < b < 1. Soit en outre les intervalles
L =10,a[, I = I =]a,b[, Is =]b,1].
Or, on a par la monotonie des mesures et grace a la propriété m({a,b}) =0,
m(E) < m(E\ {a,b}) + m({a,b}) = m(E\ {a,b}).
D'otum(E \ {a,b}) = m(E), et de méme m(E° \ {a,b}) = m(E°). Dongc, par le 1emme:

m(E) =m(ENL) +m(ENL)+m(EnNI),
m(E") = m(E" N 11) + m(EC n 12) + m(E( N Ig)

En additionnant, nous obtenons, puisque (ENI;)U(E°NI;) = I; et grace a la sous-additivité

3
m(E) +m(E) =Y (m(ENIL;)+m(E°N 1))

3
> m((ENL)U(E°N))
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Ainsi, si m(E N I;) + m(E° N I;) = m(I;) pour tout j, nous obtenons m(E) + m(E°) = 1;
donc E est mesurable. Inversement si m(E) + m(E°) =1,ona

3
S mENL) +mECNL)) =D m(I)
Jj=1 j=1
pour tout j. Or puisque
m(l;) <m(ENI;)+m(E°NI;)  pourj=1,23,

nous obtenons 1'égalité. Si I est de la forme ]0, a[ ou ]b, 1] le méme argument fonctionne en
considérant un seul intervalle complémentaire. O

Proposition 3.1.6 (Caractérisation de Carathéodory)
L’ensemble E est mesurable si et seulement si on a

m(ENT)+m(E°NT) <m(T)
pour tout < ensemble test > T.

Démonstration. La condition est suffisante puisqu’il suffit de prendre T' =0, 1[. Montrons
que la condition est nécessaire.

Soit T' une partie quelconque de |0, 1] et soit ¢ > 0 et (I;) un recouvrement dénombrable de
T par des intervalles ouverts tels que

Zm(lj) <m(T) +e.

j=1

Alors
EnTc | J(En), E°nTcC|JEN).

Jj21 Jj=21

Si E est mesurable, on a
m(ENI;)+m(E°NI;) =m(l;) pour tout j.
Utilisant la monotonie et la sous-additivité, nous obtenons

m(ENT) +m(E°NT) <Y m(ENL)+ Y m(ENI;)

Jj=1 Jj=1
= Zm(Ij) <m(T) +e.
j>1

Puisque ¢ est arbitraire, nous pouvons conclure. 0O

Proposition 3.1.7 Soit (E;) une famille dénombrable d’ensembles disjoints deux a deux et mesu-

rables. Alors
m(UE) =Y m(E).

i>1 i>1
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Démonstration. Soit Ey, Es, ..., E, une famille finie d’ensembles disjoints deux a deux et
mesurables. On a par la proposition précédente avec T = Ey U... U E,,

m(E) +m(BaU---UE,) =m(EyU---UE,).
De méme, pour 7' = F, U...UE,,
m(Ey) +m(E3U---UE,) =m(EyU---UE,).

Donc
m(Er) +m(Ez) +m(E3U---UE,) =m(E1U---UE,).

On en déduit . .
i=1 i=1

Supposons maintenant que la famille (E;) soit dénombrable. On a pour tout n € N*

w(UE) = (U =Y nie
i>1 i=1 i=1
donc
rn(iLJ E%) > EE:TH(E%)- 0
i>1 i>1

Proposition 3.1.8 Si (E;) est une famille dénombrable d’ensembles mesurables, alors U, E; est me-
surable. Les ensembles ouverts et les ensembles fermés sont mesurables.

3.2 Mesure sur un ensemble quelconque de R

Définition 3.2.1 Soit X un ensemble et soit & (X) 'ensemble des parties de X. On appelle algebre
sur X toute partie o/ de & (X)) vérifiant les propriétés suivantes :

(i) X, 0 e o;

(ii) SiE € o alors E: =X\ E € &;

(iii) Si B, Ey € o alors By U Ey € o, i.e. o est fermé pour I'union.

On peut montrer aisément qu’une algebre est aussi fermée pour les unions et intersections
finies d’ensembles.

Définition 3.2.2 Soit X un ensemble et soit </ une algebre sur X. On dit que </ est une tribu (ou
o-algebre) sur X si o/ est fermée pour les unions dénombrables, i.e. :

si (E;)i>1 € & alors U E;, e .

i>1

Proposition 3.2.1 L’ensemble des parties mesurables de l'intervalle 10, 1] forme une tribu.
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Nous voulons maintenant étendre la notion de mesure a tout sous-ensemble de R.
Soit n € Z et soit E une partie de l'intervalle |n,n + 1[. On définit

wE) =m(E—n), ou E-n:={z—-n;zeckE}
Ainsi on a évidemment p(E) = m(E) si E C]0,1[. Soit maintenant E une partie de R, on
définit

w(E) =S u(Ennn+10).
nez

Remarque 3.2.1 On déduit de cette définition que si E est dénombrable alors y(E) = 0. De plus, la
mesure i peut étre infinie.

Définition 3.2.3 Une partie E de R est dite mesurable si, pour tout n € Z, l'ensemble EN |n, n+1]
est mesurable, i.e., sion a

w(ENn,n+ 1) + u(E°N|n,n+ 1) = 1.
Proposition 3.2.2 Une partie E de R est mesurable si et seulement si, pour tout ensemble T de R,
pwENT)+ p(ENT) = pu(T). (3.3)

Démonstration. On a par définition

w(T) = w(TN]n,n+ 1)),

nez

T NE) =Y uTNENnn+1[),
ne”Z

(T NVE) =" u(T N ENn,n+1[).
nez

Dong, si E est mesurable, on a pour tout n € Z, en choisissant pour un ensemble test
TNln,n+1[,

w(TNENn,n+ 1)+ w(TNENn,n+ 1) = p(TN]n,n + 1[).

D’ott le résultat (3.3). Réciproquement, si la relation (3.3) a lieu pour tout 7', alors si on choisit
T =]n,n + 1], tout ensemble EN]n,n + 1| est mesurable. O

Proposition 3.2.3 La mesure de Lebesgue p est invariante par translation, i.e., pour toute partie £
de R,
wE+x) = u(E) pour tout x € R.
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Intégrale de Lebesgue

Nous allons, dans ce chapitre, définir une nouvelle notion de I'intégrale. Nous commencons
par définir cette intégrale (de Lebesgue) pour des fonctions bornées, puis étendons la
définition a des fonctions non bornées.

4.1 Intégration de fonctions bornées

Soit £ un ensemble mesurable de mesure finie. On appellera partition de E toute famille finie
{Ey,..., E,} de parties mesurables disjointes deux a deux de F, dont l'union est E. Si &
est une partition de E, on dira qu'une partition 2 est plus fine que & (on notera 2 > &
ou Z < 2)sitout F € 2 est un sous-ensemble d'un ensemble F € £.Si & = {E;} et si
2 = &, onnotera £ = {F;;} pour indiquer que E; = U; F;; pour tout E; € Z. Notons que
si # = {E;} est une partition de F alors u(E) = >, u(E;).

Soit maintenant f une fonction bornée sur un ensemble E mesurable de mesure finie et
soit & = {E;} une partition de E. On définit, d'une maniére analogue au chapitre 1, les
quantités :

m; =inf {f(x); v € E;}, M; =sup{f(x); z € E;},

n

i=1 i=1
Notons que si E est un intervalle de R et si & est une partition de E en intervalles, alors les
nombres .Z(f, &) et % (f, &) ont la méme signification qu’au chapitre 1.

Proposition 4.1.1 Si E est un ensemble de mesure finie et si m < f(x) < M pour tout = € E et
P et 2 sont deux partitions de E satisfaisant 2 >~ 2, alors

mu(E) < Z(f, 7)< L(f,2) < %(f,2) <U(f, ) < Mu(E).
Démonstration. Soient & = {E;} et £ = {F;;} avec E; = U, F;; pour tout i. Soit maintenant

m; = inf {f(z); v € E;}, mi; = inf {f(z); © € Fy;}.
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Alors
ZL(f, 7)) = Zmz:u(Ez)
=Y mi Yy u(Fy)
( J
< Z mijp(Fij)
.3
=2(f,2).

De la méme maniere on démontre que % (f, 2) < % (f,%?). O

Définition 4.1.1 Soit E un ensemble de mesure finie et soit f une fonction définie et bornée sur
E. On dit que f est intégrable au sens de Lebesgue (ou Lebesgue—intégrable ou simplement
intégrable) si

sup Z(f, @) =it %(f, P).

P I

Dans ce cas, on appelle cette valeur commune intégrale de f, et on note
/f =sup Z(f, &) =inf % (f, P).
P P

Proposition 4.1.2 Si f est intégrable au sens de Riemann sur intervalle [a, b] alors f est intégrable
au sens de Lebesgue et les deux intégrales corncident.

Démonstration. Si f est Riemann—intégrable, alors pour tout € > 0, il existe une partition &
de [a, b] en intervalles telle que

U, P)— L(f, P) < e.

Donc f est intégrable au sens de Lebesgue. La valeur de chacune des deux intégrales est
entre toute borne inférieure et toute somme supérieure, d’ot1 la coincidence. 0O

Soit ¢ une fonction définie sur £. On dit que ¢ est une fonction simple ou étagée s’il existe une
partition & = {Es,..., E,} de E etdes réels {y1, ...,y } tels que ¢ s’écrit sous la forme

¢ = Z yilg, .
i=1

4.2 Fonctions mesurables

Définition 4.2.1 On dit qu’'une fonction f définie sur E est mesurable si I'ensemble
{zeE;a<f(z) <b}

est mesurable pour tous a,b € R.
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Proposition 4.2.1 Soit f une fonction bornée et mesurable sur un ensemble E de mesure finie. Alors
f est Lebesgue—intégrable sur E.

Démonstration. Supposons que —M < f(z) < M pour tout z € E. Soit N un entier suffisam-

ment grand et soit

1—1
N

Ei:{er;—MJr Sf(:v)<—M+%}, 1 <i<2MN.

Alors & = {E;} est une partition de E et

1

= NM(E)

V(12) - 2(£.2) < Y ulE)

En faisant tendre N vers 'infini, on obtient le résultat désiré. 0O
Nous donnons maintenant plusieurs caractérisations de la mesurabilité d"une fonction.

Proposition 4.2.2 Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f est mesurable sur E;
(ii) {xz € E; f(x) > a} est mesurable pour tout a € R;
(iii) {z € E; f(x) < a} est mesurable pour tout a € R;
(iv) {x € E; f(x) > a} est mesurable pour tout a € R;
(v) {z € E; f(x) < a} est mesurable pour tout a € R;
(vi) {z € E; a < f(z) < b} est mesurable pour tous a,b € R.

Démonstration. Notons que les ensembles définis dans (ii) et (iii) sont complémentaires, et de
méme pour les ensembles définis dans (iv) et (v). Si f est mesurable, alors 1’ensemble {z €
E; f(z) > a} est union dénombrable des ensembles mesurables {z € E; a < f(z) < a +n},
n = 1,2,.... Inversement, si l'ensemble {z € E; a < f(z)} est mesurable pour tout a € R,
alors

[ee B a< f(2) <b)={eeBa< f(@}I\{re B b< f(a)}

est mesurable pour tous a,b € R, et donc f est mesurable. Les autres équivalences peuvent
étre établies d’une maniere analogue, en utilisant le fait que la mesurabilité des ensembles
est fermée pour les unions et intersections dénombrables et pour la complémentarité. O

Proposition 4.2.3 Soit (f,,) une suite de fonctions mesurables sur un ensemble E, alors les fonctions
sup fn, inf f,, sont mesurables. Si de plus, lim f,, (x) existe pour tout x € E alors la limite est une
fonction mesurable.

Démonstration. Pour montrer que sup f, est mesurable, il suffit de vérifier la propriété (iv)

de la proposition[4.2.2] On a

{z € B; sup fu(x) > a} = | J{z € B; fulz) > a}.

Donc l'ensemble {z € E; sup f,(z) > a} est une union dénombrable d’ensembles mesu-
rables si f, est une fonction mesurable. De méme
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{z € B; inf fo(z) < a} = J{z € B; fulz) <a};

donc inf f,, est mesurable.
Si sup f,, prend la valeur +o0, alors

{x € E; sup fu(w) = +o0} = || J{z € B; fu(x) > N},

N n
et cet ensemble est mesurable. La méme identité a lieu la ot inf f,,(z) = —co. O

Proposition 4.2.4 Soient f et g deux fonctions mesurables sur un ensemble E et soit k € R. Alors,
les fonctions f + g et k f sont mesurables.

Démonstration. 1l est évident que si f est mesurable alors kf 1'est aussi. L'inégalité f(z) +
g(x) > a est équivalente a f(z) > a — g(x). Celle-ci est vraie si et seulement si il existe un
nombre rationnel r tel que

flx)>retr>a—g(z).

Donc

{zr € E; f(x) +g(x) >a} = U{xEE; flx)>rin{z € E; gx) >a—r}.
reQ

Le membre de droite de cette inégalité est une union dénombrable d’ensembles mesurables;
c’est donc un ensemble mesurable. O

Remarque 4.2.1 Si f est mesurable sur E alors I'ensemble E est mesurable. En effet, on peut écrire

E= U{I, f(x)>n}ﬂ

neN

et utiliser le fait que toute union dénombrable d’ensembles mesurables est mesurable.

4.3 Propriétés de l'intégrale de Lebesgue

Nous définissons maintenant la somme de Riemann d’une fonction Lebesgue-intégrable,
i.e., pour une partition de &7 = {E;} de 'ensemble E et pour un choix de points ¢; € E;, on

définit
‘%(f7 (@, C) = Z f(CZ)Iu(El)
Proposition 4.3.1 Si f est une fonction bornée et intégrable sur un ensemble de mesure finie E alors

R(f, P,c) —>/f.
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Proposition 4.3.2 Si f et g sont deux fonctions définies sur E telles que f = g sauf sur un ensemble
mesurable de mesure nulle, alors

lim %(f, 2, ¢) = lim%(g, #,c)

Notons que, dans la proposition précédente, nous n’avons supposé les fonctions f et g ni
mesurables ni bornées. De plus, les sommes de Riemann peuvent converger méme pour des
fonctions non bornées.

Proposition 4.3.3 Soient f et g deux fonctions bornées et mesurables sur un ensemble E de mesure
finie, et soit k une constante, alors on a les propriétés suivantes :

(i) [(f+g)=[f+[g,

@) | [ fl < [If]

Démonstration. Nous nous contenterons de montrer la propriété (i).

/kf = im2(f, 2,c)
= ligrglzkf(ci).u(Ei)
= lim k Z flei)u(E:)
= 11;11@,%;(]",:@,6)
= klmZ(f, 2, c)

—k[r o

Définition 4.3.1 Soit f est une fonction mesurable et bornée sur un ensemble de mesure finie E et
soit F' un sous-ensemble mesurable de E. On note

[ 1= [1rs

Proposition 4.3.4 Soient A et B deux ensembles disjoints et soit f une fonction mesurable et bornée

AUB A B

Démonstration. 1l suffitd’écrire f = f14 + f1g. O

Nous nous intéressons maintenant au passage a la limite dans les intégrales. Comme nous
I'avons décrit plus t6t, I'intégrale de Lebesgue permet d’une maniere plus naturelle ce pas-
sage a la limite.
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Proposition 4.3.5 Soit (f,,) une suite de fonctions mesurables sur un ensemble de mesure finie E
telle que f, — f simplement sur E. Alors, pour tout ¢ > 0 et 6 > 0, il existe un ensemble mesurable
X avec (X)) < § et un entier N tel que | f(x) — f(x)| < € pour tout k > N et tout x € E\ X. On
dit alors que f,, converge vers f au sens de la mesure (de Lebesgue). O

Démonstration. Soit
F, ={z € E; ilexiste k > navec |fi(z) — f(z)| > ¢}.

Les ensembles F,, sont mesurables et on a puisque f,,(z) — f(z) pour toutz € E:

Fn+1 C Fy, an = 0.
Puisque p(Fy) < oo,onalim p(F,) = 0.Soit u(Fn) < §.Pourx € E\Fn,ona |fi(z)—f(z)] <
¢ pour tout k > N. Il suffit donc de choisir X = Fyy. O

Proposition 4.3.6 (Théoreme d’Egoroff)

Soit (fy) une suite de fonctions mesurables sur un ensemble de mesure finie E telle que f, — f
simplement sur E; alors pour tout & > 0, il existe un ensemble mesurable X C E avec u(X) < ¢ tel
que fn, — f uniformément sur E\ X.

Proposition 4.3.7 Soit (f,,) une suite de fonctions mesurables sur un ensemble de mesure finie E et
convergeant simplement vers une fonction f. On suppose qu’il existe un nombre M tel que

|fu(z)| < M  pourtout x € E, n € N.

lim/fn:/limfn:/f.

Démonstration. Soit € > 0 et soit X un ensemble mesurable avec u(X) < ¢ tel que f, — f
uniformément en dehors de X. On a

Ju-n
—/E\X|fn—f|+/x|fn—f|

< / o — f| + 2Me.
E\X

Alors

Puisque f, — f uniformément sur E \ X, il existe un entier N tel que |f,, — f| < esur E\ X
sin> N.Donc,sin > N

‘/(fn—f)‘SEM(E\X)JrzMe

=e(uE\ X) +2M)
<e(u(E)+2M).

Puisque ¢ est arbitraire et u(E) < oo, nous obtenons le résultat. O
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4.4 Intégration de fonctions non bornées

Nous allons maintenant pouvoir définir 'intégrale de fonctions non bornées et de fonctions
sur des ensembles de mesure non bornée. Ce genre de situations serait exclu pour I'intégrale
de Riemann. En particulier, nous verrons que l'intégrale de Lebesgue correspond a l'idée
géométrique intuitive de l'intégrale, i.e., I'intégrale est égale a I'aire au-dessus de 1’axe des
2 moins l'aire en dessous. Ces aires devront étre finies. Ainsi, on dira que f est Lebesgue—
intégrable si et seulement si | f| est Lebesgue—intégrable.

Soit f une fonction positive, mesurable, a valeurs réelles et définie sur un ensemble E (pou-
vant étre R tout entier). On définit

/f = sup {/g; 0 < g < f, gest mesurable et bornée}.

Notons qu’il est possible d"avoir une valeur infinie. Nous dirons que f est intégrable sur I si

ona
/f < +o00.

Proposition 4.4.1 Soient f et g deux fonctions positives et mesurables sur E, et soit k > 0; alors :
Q) [kf=Fk][f
@ [(f+9)=[f+[g
(iii) Si f < g,alors [ f< [g;
(iv) Si0 < f < getsi g est intégrable, alors f et g — f sont intégrables et ona [g = [ f +

[(g—= 1)

Démonstration. Les propriétés (i) et (iii) sont des conséquences immédiates de la définition.
Montrons (ii). Soient hy, ho deux fonctions mesurables et bornées avec 0 < hy < fet0 <
ho < g. Alors hy + ho est mesurable et bornée etona 0 < hy + hy < f + g. Ainsi

/(f+g)2/(h1+h2)=/h1+/h2-

En prenant la borne supérieure sur toutes les fonctions h; et hy mesurables et bornées, on

obtient
/(f+g)2/f+/g-

Pour montrer 1'inégalité inverse, soit i une fonction mesurable et bornée avec0 < h < f+g.
Soient hy = min{f, h} et ho = h — hy. Alors, hy et hy sont mesurables et bornées et de plus

0§h1§f70§h2§gv

[r= fove= fus s [ 1+

En prenant la borne supérieure pour toutes les fonctions mesurables et bornées h < f + g,

nous obtenons
/(f+g)§‘/f+/g- O

donc
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Corollaire 4.4.1 Si f et g sont intégrables, alors k f et f + g sont intégrables pour tout k € R.
Nous énongons maintenant les résultats fondamentaux de la théorie de l'intégration.

Proposition 4.4.2 (Lemme de Fatou)
Soit (fy,) une suite de fonctions mesurables positives, convergeant simplement vers f sur R. Alors

liminf/fn > /f.

Démonstration. soit h une fonction mesurable bornée avec 0 < h < f et soit h,, = min{ f,,, h};
les fonctions h,, sont évidemment mesurables et uniformément bornées par la méme borne
que h. Puisque f,, = f > h,onah, — h.La propositionimplique [ hy, — | h.Puisque
[ fn = [ hy, pour tout n, on a

liminf/fn Zlim/hn :/h.

Cette derniére inégalité est vraie pour toute fonction » mesurable et bornée vérifiant h < f;

donc
liminf/fnZ/f. O

Proposition 4.4.3 (Théoréme de la convergence monotone)
Soit ( f,,) une suite croissante de fonctions mesurables positives convergeant simplement vers f. Alors

RN

Démonstration. Comme la suite (f,,) est croissante, on en déduit f,, < f. D’ou

/fng/f donc limsup/fng/f.

Le lemme de Fatou permet de conclure. 0O

Proposition 4.4.4 Soit (f,) une suite de fonctions positives mesurables convergeant vers f. On
suppose qu'il existe une fonction intégrable g telle que 0 < f,, < g pour tout n, alors

JERYE:

Démonstration. Puisque f < g, la fonction f est intégrable. Par le lemme de Fatou, il suffit de

montrer que

0<g—fn—9—1,

Comme on a

le lemme de Fatou implique
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tmint [(9- 1) [6-1) = [9- [ 1
lim inf (/g—/fn) :/g—limsup/fn.

Dong, puisque g est intégrable
/g—limsup/fnz/g—/f,
limsup/fng/f. O

Il nous reste maintenant & étendre la définition de l'intégrable de Lebesgue a des fonctions
non nécessairement positives. Pour cela, si f est une fonction, nous notons

Or

JT=max {f,0} =S (If|+f), [~ =max{-f,0}=_(f]-f)

N | =
N —

Ainsi puisque f = f* — f~, nous définissons naturellement

[l

Nous dirons alors que f est (Lebesgue-) intégrable (ou intégrable sur un ensemble F) si les
fonctions f* et f~ sont intégrables (sur E).
Nous allons maintenant énoncer les propriétés de base de l'intégrale de Lebesgue.

Proposition 4.4.5 Soient f et g deux fonctions intégrables sur un ensemble E et soit k € R, alors
les fonctions k f et f + g sont intégrables (sur E) et

W) [kf=Fk ¥,

i@ [(f+9)=[f+[g

(iii) Si f < g,alors [ f< [g.

Démonstration.

(i) Sik > 0, alors (kf)* = kf* et (kf)~ = kf~.Donc, si k > 0,

[rr=fwpr = fwp- =[5k [ =k

La méme démarche peut étre appliquée si k& < 0.
(if) Soient h; et hy deux fonctions quelconques positives et intégrables telles que

hi —hy=h=h"—h".
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hi+h™ =hy+h",
/h1+/h*:/h2+/h+,
/m_/ﬁri/w_/ﬁ—:/n

Puisque les fonctions (f+ + ¢g™) et (f~ + ¢~ ) sont intégrables et positives et que

fr+9H) - +9)=f+g

Jt+a=[um+a- [t +9)
fre o[
[+ [o
(iii) Si f < g, alors g — f est positive et on a par (i) et (ii),

Jo-n=[s- [t

Proposition 4.4.6 (Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue)
Soit ( f,,) une suite de fonctions mesurables convergeant simplement vers f et vérifiant | f,,| < g pour
une fonction intégrable g et pour tout n. Alors

RN

Démonstration. On écrit f,, = f,;7 — f,7 et on obtient

n

nous avons

D’oui le résultat. O

fif =t et 0<ff <g pourtoutn.

Donc, par la proposition [4.4.4, on a
[t [

De méme, f, — f~ et0 < f < g pour tout n; et donc

[t o
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Exemple 4.4.1 Soit f : R — R une fonction intégrable. On veut calculer la limite
n
lim flz)dz.

n—oo | .

On considere, pour cela, la suite de fonctions f, = f1|_,, ). Cette suite converge simplement vers f.
De plus, on a | f,| < |f|, qui est une intégrable. Le théoréeme de la convergence dominée implique

nler;o _7; f(z) dx:/nli_{gofn:/f.

4.5 Intégrale de Lebesgue et dérivation

Nous allons maintenant examiner dans quelles conditions le théoréme fondamental de la
théorie de I'intégration :

b
/ ' = f() — f(a),

est valable lorsqu’il s’agit de l'intégrale au sens de Lebesgue. Nous verrons, en effet, que
cette propriété n’est pas toujours vraie.

Définition 4.5.1 Nous dirons qu’une propriété est valable < presque partout > si celle-ci a lieu par-
tout sauf sur un ensemble de mesure de Lebesque nulle. Ainsi par exemple, si f et g sont des fonctions
définies sur un ensemble E, on dira que f = g presque partout (ou simplement p.p.) s'il existe une
partie X de E telle que

pX) =0, flz)=g(z) VreE\X

Proposition 4.5.1 Si f est une fonction croissante sur l'intervalle [a, b alors f' existe presque par-
tout.

Proposition 4.5.2 Si f est une fonction croissante sur [a, b], alors f' est mesurable et on a

b
/ £ = 1(b) - f(a).

Démonstration. Soit

fale) =nlf (o + 3) = £(2)

ol on a par convention f(z + %) = f(b)siz+ % > b. Donc f;, est mesurable pour tout n, et
fu(z) — f'(z) pour presque tout z. Donc f’ est mesurable. Comme pour tout n, f,, > 0,on a
par le lemme de Fatou et grace a la croissance de f :
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ff=éﬁmn

b
< liminf / fn
a

b+21 at+
= lim inf (n/ f—n/ f)
b a

a+%
= f(b) —Hmsupn/ f
< f(b) — f(a).

En effet, puisque f est croissante, on a pour tout n

a+%
w[ =@y = fa)

L'inégalité inverse se montre d"une maniere analogue en considérant une suite

1
fn(x):n(f(z)ff(az—ﬁ)) O
Proposition 4.5.3 Si f est intégrable sur [a,b] et [ f = 0 pour tout x € [a, b] alors f = 0 p.p.
Démonstration. Supposons que [ f = 0 pour tout z; alors fcd f = 0 pour tout ¢,d € |a,b[.
Supposons maintenant que f est strictement positive sur un ensemble E de mesure stricte-

ment positive. Il existe alors un sous-ensemble fermé ' C E tel que p(F) > Oet [, f > 0.
Soit U l'ouvert ]a,b[ \F et écrivons U avec

U = U ]ai,bi[

/Ufz—/Ff<0.
Z/:f<0.

On en déduit que f; f # 0 pour un intervalle ]a;, b;[, ce qui est contradictoire avec 1'hy-
pothese de départ. O

Puisque U U F =]a,b[,on a

Donc

Proposition 4.5.4 Si f est bornée et mesurable sur [a, b] et

0=/t

alors F est continue et F(a) = 0 et F' = f presque partout.
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Démonstration. Ecrivons f = f* — f~.Ona

/f+ /f‘ ~ By(a),

ou I, I, sont deux fonctions croissantes. D’aprés la proposition F'(x) existe pour
presque tout z. De plus, si f est majorée par M, on a

|F($2) — F(x1)| =

f‘ < M |zg — a5

donc F est continue. Soit

I ||

3 3
\ /‘\
/‘\
\_/

,Zj

)
~_

Donc |f,(z)] < M pour tout = et f,(z) — F'(z) p.p. Par le théoreme de la convergence
dominée et la continuité de F,

En effet
z+% 1 s
n/ F@#)dt= | F(z+ —)ds.
x 0 n

Ainsi, par le théoreme de la convergence dominée :

x+% 1 1
lim n/ F(t)dt = lim F(x—l—i)ds:/ lim F(x+ )d = F(x).
Donc .

/ (F'—f)=0  pour toutz,

etdonc F’ = f p.p. par la proposition#.5.3] O
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Mesure et intégration de Lebesgue dans le plan

Nous nous sommes limité jusqu’ici au cas de l'intégration sur la droite réelle. Nous voulons
maintenant étendre les notions développées au plan R?. Ceci nous permettra de définir un
produit de mesures de Lebesgue. Pour cela, nous commengons tout d’abord par examiner le
cas typique du rectangle.

5.1 Intégration sur un rectangle

Nous appellerons rectangle tout produit I x J d’intervalles I, J de R, ces intervalles pouvant
étre quelconques (ouverts, fermés ou mi-ouverts). Si R est le rectangle I x J, nous appellerons
a(R) = ¢(I) ¢(J) son aire.

Soit E un ensemble de R? et soit

AE) := inf {Za(Ri); EC UR¢}7

ot {R;} est une famille dénombrable de rectangles. On appelle \(E) mesure extérieure

ou, tout simplement, mesure de 'ensemble E. Nous pouvons alors obtenir des propriétés
élémentaires similaires a celles de la mesure m.

Proposition 5.1.1
(i) A(0) =0;
(ii) A(E) = 0 pour tout ensemble dénombrable E;
(iii) A(E) > 0 pour tout E;
(iv) Si E C F,alors \(E) < A\(F);
(v) Si{E;} est une famille dénombrable d’ensembles, alors

A(UE) < ;A(Ei).

Proposition 5.1.2 Si R est un rectangle alors A\(R) = a/(R).
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Démonstration. Supposons d’abord que R est un rectangle fermé. Puisque {R} est un recou-
vrement de R, on a évidemment A(R) < «a(R). Soit € > 0 et soit {C)} un recouvrement fini
de R par des carrés dyadiques de méme taille (i.e. de longueur de coté 1/2%), On suppose que
ce recouvrement est tel que ), a(C) < A(R) + €. On peut aussi supposer que l'intersec-
tion de Cj, avec R n’est pas vide. Puisque R est un rectangle, R = I x J, les ensembles C},
consistent en tous les carrés D; x E;,1 <i < n,1 < j < moules D; (resp. E;) forment un
recouvrement disjoint de I (resp. J). Donc

LkJCk :g(Di x Ej) = (LZJDz) X (LJJEj)’

AR)+e>> a(D; x Ej)

= > UD) Y HE)
> (1) ().

Puisque ceci est vrai pour tout e > 0 et A(R) < p(I) pu(J), on déduit que A(R) = p(I) u(J).
O

5.2 Mesurabilité dans le plan

Nous allons maintenant donner une définition de la mesurabilité correspondant au critere
de Carathéodory.

Définition 5.2.1 Un ensemble E C R? est dit mesurable (au sens de Lebesgue) si
MENT)+XNENT) = XNT)

pour tout ensemble T de R?.

Proposition 5.2.1 L'ensemble E est mesurable si et seulement si
AMENR)+AME°NR) = AR)

pour tout rectangle R.

Proposition 5.2.2 Les rectangles sont mesurables.

Démonstration. Soit () un rectangle quelconque. Montrons que () partage tout rectangle R
additivement. La figure[5.T|montre deux schémas possibles de décomposition de R.

Le rectangle R est I'union de N R et d’au plus huit autres rectangles disjoints 51, ..., Ss
dont l'aire totale est a(R).
Puisque QN R C S;U...Sg, ona
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R S3 iS4 Ss S3 L Sy R
S, QNR S S2 1 QNR :
S1 v S8 St S1 LS5

FIGURE 5.1. Schémas de décomposition d"un rectangle

MQ°NR) <a(Sy) + -+ a(Ss).
Donc

AMQNR)+AMQ°NR)<a(@NR)+ a(Sy) +...a(Ss)

a(R) = M(R).

La seconde inégalité s’obtient par la sous-additivité. Donc () sépare tout rectangle additive-
ment et ainsi () est mesurable. O

Nous donnons maintenant quelques propriétés de la mesure A qui sont analogues a celles de
-

Proposition 5.2.3

(i) Si{E;} est une famille finie ou dénombrable d’ensembles mesurables et disjoints, alors
A(UE) => AE).

(ii) Si E1,...,E, sont mesurables, alors les ensembles E1 U --- U E, et E; N --- N E,, sont
mesurables ainsi que E1 \ Es.

(iii) Tout ouvert de R? est union dénombrable de carrés ouverts; donc les ouverts et les fermés de
R? sont mesurables.

5.3 Relation entre A et u

On se propose maintenant d’établir sur R = R x R une relation entre la mesure \ et la
mesure p. Ceci nous permettra de construire des produits de mesures de Lebesgue.

Proposition 5.3.1 Si E et F' sont deux parties de R de mesures finies, alors \(E x F') < pu(E) pu(F).
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Démonstration. Soit ¢ > 0 et soient {I;} et {J} des recouvrements de E et F respectivement
par intervalles, avec

> UI;) < u(E) +e,
> U k) < p(F) +e.
k

Puisque {I; x Ji} est un recouvrement de E x F par rectangles, on a

AME x F) <> a(l; x Ji)

.k
=S ur) Y )
j k

< (W(E) +€) (W(F) +€).
Puisque ceci est vrai pour tout ¢ > 0 et puisque p(E) et u(F) sont finis, alors A(E x F) <
uW(E) p(F). O
Proposition 5.3.2 Siles ensembles E et F sont des sous-ensembles compacts de R, alors \(Ex F') =
H(E) u(F).
Démonstration. Les ensembles E et F' sont fermés et bornés; ils sont donc mesurables (par
rapport a la mesure ;1) et ont des mesures finies. D’apreés la proposition il suffit donc
de montrer que A\(E x F) > u(E) u(F).
Puisque E x F est compact, on peut approcher \(E x F') par l'aire totale de recouvrements
finis de carrés dyadiques de mémes tailles. Soit {S;;} = E; x D; un tel recouvrement ot les
E; et D, sont des intervalles dyadiques de longueur 1/2%V, et

> a(Sij) < MEx F) +e.
4,3
On peut supposer que {S;; } est'ensemble de tous les carrés dyadiques de coté 1/2" coupant
E x F, et donc que
Sy =Dix(E1U...Ep)U... UDy x (E1U...Ep),
,J
ou {Dy,...,D,} est un recouvrement disjoint de E et {F4,...,E,} est un recouvrement

disjoint de F'. Donc
MEXF)+e>> a(S;)

=SS0 )

> p(E) x p(F).

Notons que l'utilisation de carrés dyadiques de méme taille est nécessaire pour assurer un
recouvrement fini de £ x F'delaforme {I; x Ji; j=1...,n, k=1,...,m}. O
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Proposition 5.3.3 Si E et F' sont des ensembles mesurables de R, alors
A(E % F) = u(E) u(F).

Proposition 5.3.4 Si E et F' sont des ensembles mesurables de R alors E x F est un ensemble
mesurable de R

Proposition 5.3.5 Soit E une partie de R2. Alors, on a lidentité :
—inf {3 (A u(Bi); E < [ JAi x B;}

Démonstration. Soit

Am(E) = inf {Z)\(Ai x B); EC | JAix Bi}.

Puisque A, est une borne inférieure prise sur une classe plus grande de recouvrements que
A(E), on a A, (E) < A(E). Supposons d’abord que E C [0,1[x[0,1[, on a en particulier
Am(E) < oo. Soit {A; x B;} un recouvrement de E par des produits mesurables, avec A; C
[0,1] et B; C [0,1], et

S (A u(B1) < Am(E) + <.
Soit {I;,} et {Jim } des recouvrements par intervalles de A; et B; respectivement, avec

N L) < plA) + =

n 21’
3

La famille dénombrable {I;,, x J;,,,} est un recouvrement par rectangles de E. Donc puisque

1(A;) < letp(B;) <1:
ME) < Z SO UTin) € Jim)
-3 () (S )
<5 (i £) (e +5)

2
9 S 9
> (A u(B) + 5 + 5+ )
< An(E) +4e.

Donc A(E) < A\, (E) si E C [0,1] x[0, 1]. Ce résultat est généralisable au cas des ensembles
E quelconques. 0O
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ous allons maintenant montrer le lien entre la mesure dans le plan et la mesure sur la droite
N 11 t t trerlel trel dans le plan et 1 la droit:
réelle a travers l'intégration. En particulier, on sait que pour des fonctions f ayant certaines
propriétés, I'aire de la surface

S ={(z,y); a <z <Ja,b[, 0 <y < f(a)}

est donnée par 'intégrale f: f dp. Nous allons faire le lien entre cette définition et celle de la
mesure \.

Proposition 5.3.6 Si E est une partie mesurable du carré [0,1] x [0,1], la fonction f définie par
f(x) = u(E,) est mesurable et

/0 u(E,) du(x) = ME),

E, ={y; (z,y) € E}.

Remarque 5.3.1 Les notions de mesurabilité et d'intégrabilité peuvent s'étendre sans peine i R>.
On notera ainsi noter, pour une fonction intégrable sur R?, son intégrale par

/ fax= [ fle.y)dra.y).
R2 R2

Nous allons maintenant énoncer deux résultats importants de la théorie de l'intégration.
IIs permettent de calculer des intégrales doubles (dans le plan) comme une composition de
deux intégrales simples (dans R).

Proposition 5.3.7 (Théoréeme de Tonelli)
Soit E et F deux parties mesurables de R et soit f une fonction positive et mesurable définie sur
E x F. Alors

1. Pour tout x € E la fonction y — f(x,y) est mesurable et de plus la fonction

xEEH/Ff(m,y)dy

est mesurable.

2. Pour tout y € F la fonction x — f(x,y) est mesurable et de plus la fonction

yEFH/Ef(a:,y)dx

est mesurable.
3. Ona

[ sednie= [ ([ st as= [ ([ sen )i
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Proposition 5.3.8 (Théoreme de Fubini)
Soit f une fonction intégrable sur R%. Alors, pour presque tout x € R, la fonction f, définie par

foy) = flzy)  zeR
est intégrable sur R. De plus, la fonction F définie sur R par

:Aﬁw
/szdA:/Rqu.

Démonstration. Notons d’abord que le résultat est valable pour les fonctions indicatrices
grace a la proposition Soit E un ensemble mesurable de R? de mesure finie et soit
f(z,y) = alg(z,y),a € R.Ona

est intégrable sur R et

= alg(y),
/fw ) du(y) = ap(Ey). (6.1)
Par la proposition[5.3.6 on déduit
[ enlE2) dut@) = ax(e). (5.2)

En intégrant (5.1)) et en utilisant (5.2), on a

/(/ fa(y) dM(?J)) du(x) = /aM(Ex)du(x) — a\(E).

Ainsi, pour la fonction f(z,y) = alg(z,y), nous avons

/(/f(x,y) du@)) du(z) = a\(E) :/f(%y)d)\(%y).

Soit maintenant f; et fo deux fonctions définies par f1 = a1lg,, fo = a2lg,, olt a1, a2 € Ret
E4, E> sont deux ensembles mesurables de mesures finies. Soit f = f1 + fo.Ona

[ t@maray) =[5+ 2)ax

:/ﬁﬁ+/hw
/(/flfvydu ) /(/fz z,y) du(y ) ()
/(/ﬁxyw + [ e )uu

= / (/(fl(x,y) +fz(x,y))du(y)> du(z).
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Puisque toute fonction étagée s’écrit sous la forme
f= Z ailp;,
i

on en déduit, par linéarité, que le résultat est valable pour toute fonction étagée positive.
Soit maintenant f une fonction mesurable et positive sur R?. I existe une suite croissante
(fn) de fonctions étagées telle que f,, — f p.p. Par le théoreme de la convergence monotone,

on a
/fndA%/fd/\.

Montrons que le second membre est alors fini. Pour tout z, la suite (f,,(z,)) est une suite
croissante de fonctions étagées, et

Donc

m@wz/nuymmwa/}@wmwszm»

Pour tout n, on a
Fu(@) = [ fu(e) dutw)
::j/jgjanilEm<x,y>du<y>
= Z ;mu(Em)m.

Par la proposition on déduit que pour tout n, F;, est une fonction mesurable en z
puisque p(E,) est mesurable si E 1'est. Puisque F),(z) est croissante, alors F' est croissante.
Donc l'intégrale

/f(x, y) du(y)

est une fonction mesurable de z. Enfin, par le théoreme de la convergence monotone, on a

/fn(x) du(x) = / (/ fn(z,y) du(y)) du()

- / F(z) du(z)

=/</f(w,y) du(y)) dp().

Ainsi, par (5.2), nous obtenons le résultat désiré pour les fonctions f positives mesurables.
Si f n’est pas positive mais intégrable, le résultat est vrai pour les fonctions f* et f~ et donc
pour f. O



6

Les espaces L?

6.1 Ensembles négligeables

Commengons tout d’abord par préciser quelques notations. Nous avons considéré jusqu’a
maintenant la mesure de Lebesgue que nous avons noté u sur R et A sur R?. Remarquons
qu’il est maintenant possible d’étendre cette notion a ’espace R?® et méme a tout espace R?,
oll d < oo. Pour toutes ces raisons, nous noterons dorénavant de la méme maniere cette
mesure par 4 si cela ne préte pas a confusion.

Soit f une fonction mesurable. Nous noterons son intégrale par

[ = [rin= [ s duta).

Définition 6.1.1 On dit qu'une partie N de R est i—négligeable (ou négligeable) si elle est contenue
dans un ensemble mesurable de mesure nulle.

Une partie d"un ensemble négligeable est un ensemble négligeable. Une réunion dénombrable
d’ensembles négligeables est un ensemble négligeable.

Proposition 6.1.1 Soit f une fonction mesurable positive. Une condition nécessaire et suffisante
pour que [ f = 0 est que f soit nulle presque partout.

Démonstration. Nous montrons seulement que la condition est suffisante. Supposons que
l'intégrale de f soit nulle. Pour tout entier n > 1, soit E,, = f~!([, +0o0]). Montrons que
I'ensemble E,, est négligeable. On a

1
—1g, < [
n
d’ott )
—u(E,) < .
e < [ 1

Ainsi p(E,,) = 0. Soit maintenant £ = | J,, £, ona

WE) <Y u(E,) =0.
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Ceci prouve que l'ensemble E est négligeable. Or E est I'ensemble de tous les points z
vérifiant f(z) # 0. D’oti le résultat. O

Proposition 6.1.2 Soit f une fonction mesurable positive. Si f est intégrable alors f est finie presque
partout.

6.2 L’espace L'

’

Notons par .7 (X;R) (ou simplement .7 'espace de toutes les applications de X dans R.

Lemme 6.2.1 Le sous-ensemble A" de .F constitué des applications presque partout nulles est un
sous-espace de F.

Démonstration. Soient f et f’ deux applications de X dans R et soient IV et N’ deux parties de
X telles que f|(x\n) et fjx\ nv) soient nulles. Alors la fonction f + f’ est nulle sur 'ensemble

(X\N)N(X'\N') = X\ (NUN).

Si les ensembles N et N’ sont négligeables alors N U N’ I'est aussi. Ainsi la somme de deux
fonctions de .#” appartient a .#". De a méme maniére, on montre que sia € Ret f € .4 alors
af €. O

La relation < f et g sont égales presque partout > est une relation d’équivalence dans I’espace
Z que l'on peut définir par
f=ge f—-geA.

L'espace quotient F' = .% /4" est1’espace des classes de fonctions. On dira ainsi d"un élément
de F' que c’est une fonction définie presque partout.

On note par L’ (X, u) ou L (p) ou L?(X) le sous-espace de I constitué des classes qui
contiennent (au moins) une fonction Lebesgue—intégrable. On appelle L’ (X, 1) 'espace des
classes de fonctions intégrables sur X. Par abus de langage, on parle souvent d’espace des
fonctions intégrables.

Si f, g € # sont deux fonctions qui ont méme classe dans F, les fonctions | f| et |g| sont égales
presque partout. Si ¢ € F est une classe de fonctions, on définit sa valeur absolue || comme
la classe de toutes les fonctions | f|, ot f appartient a la classe ¢. Si f et g sont deux fonctions
intégrables et presque partout égales,ona [ f = [ g.

Proposition 6.2.1
(i) L'espace L' (u) des classes de fonctions intégrables sur X est un espace vectoriel réel.

(ii) L’application
o 1ol

el ::/M.

est une norme sur L (u). On pose
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(iii) L’application

WH/SD

est une forme linéaire continue sur L' (1) et on a l'inégalité

JERE

Démonstration.

(i) Déja démontré.
(ii) Soient ¢,7 € L'(u) et soient f et g deux représentants respectifs des classes ¢ et 1.
Soit en outre a € R. On a

[ir+a< [0+ [1al [1ari=1al [ 151

[1e+ui< [ie+ [l
[lasl=1al [0

On a de plus évidemment [ |¢| = 0si ¢ = 0. Inversement, si [ |f| = 0, on a par la

proposition|6.1.1 f = 0 p.p. donc ¢ = 0.

(iii) L'application ¢ — [ ¢ est trivialement linéaire. On a de plus

‘/w’ < [1el=llelh.  ©

Remarque 6.2.1 On peut étendre sans peine cette théorie aux fonctions a valeurs complexes.

On en déduit

Proposition 6.2.2 (Théoréme de la convergence dominée)
Soit (f,,) une suite de fonctions mesurables sur R? vérifiant les hypothéses suivantes :
(i) Pour presque tout x € RY, la suite (f,,(x)) converge vers une limite notée f(z) dans R.
(ii) II existe une fonction intégrable g positive telle que |f,| < g pour tout n.
Alors
1 feLl'(w);
2. [|f = ful = O quand n — oo;
3. [ fa— [ fquand n — oco.

Notons que I'hypothese (i) dans la proposition précédente implique que la fonction f est
définie presque partout.

Proposition 6.2.3 L'espace vectoriel normé L' (p) est complet, i.e. c’est un espace de Banach.
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6.3 Inégalités de convexité

Lemme 6.3.1 Soit a € [0, 1]. Pour tous u,v € [0, +00], on a
u®v' ™ < au+ (1 — a)v.

Démonstration. L'inégalité est évidente si u et v est égale a 0 ou a +oo. Dans le cas contraire,
cette inégalité est équivalente a

alnu+ (1 —a)lnv <Iln(au+ (1 - a)v).

Cette inégalité exprime le fait que la fonction — log z est convexe; ce qui est vrai puisque sa
dérivée —1 est croissante. O

Définition 6.3.1 On dit que deux réels p et q sont conjugués sip > Oetq > Oetsi+ + 1 =1,
Notons que si p et ¢ sont conjugués alors ils sont nécessairement > 1.

Proposition 6.3.1 (Inégalité de Holder)
Soient p et q deux nombres réels conjugués et soient f et g deux fonctions mesurables positives. On a

[ (fo) (Jo)

=(fr)) o (o)

Le résultat est immédiat si A = 0 ou B = 0, car dans ce cas f (ou g) est nulle presque partout
et les deux membres de I'inégalité sont nuls. L’inégalité est aussi immédiate si A ou B est
infini.

Supposons maintenant que les nombres A et B sont finis et non nuls. Soit z un point de R?

Démonstration. Soient

et posons ) .
x T 1
(5 () o
Le lemme implique
f@)gl@) _11G@P 1ty
A B ~—p Ap g B1’
d’ou

D’oti le résultat. O

Proposition 6.3.2 (Inégalité de Minkowski)
Soit p €]1,+o0[ et soient f et g deux fonctions mesurables et positives. On a

(Jovsr) () (1)
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Démonstration. Soit ¢ le nombre réel conjugué de p. D’apres 1'inégalité de Holder, on a :

[rorar<(/f fp>; (fir+arm) 3

/g(f+g)’”*1 < (/g”> ’ (/(f+g)<”1>q> ; .

En additionnant ces deux inégalités et en notant que (p — 1)¢ = p, on obtient

fieors((f) (1)) (foor)

On obtient alors I'inégalité de Minkowski si le membre de gauche est fini. Si celui-ci est infini,
on a par convexité de la fonction x — x?

(f;g)p < %(fp +g")-

Dong, l'une des deux intégrales [ f? ou [ g7 est infinie et I'inégalité de Minkowski est encore
valable. O

6.4 Les espaces LP

Soit p un réel > 1. Pour toute fonction f mesurable sur R%, on définit le nombre

= (f |f|p)’1’ .

Soient maintenant f et g deux fonctions mesurables et soit a € R avec a < 400, on a par les
inégalités de Holder et de Minkowski les propriétés :

L. Si|f| < [g|alors N, (f) < Ny(9)-

2. Np(f +9) < Np(f) + Np(9)-

3. Np(af) = [a|lNp(f).

4. Sip > 1etsiq estle conjugué de p alors N1(fg) < N,(f) Ny(g).

Nous voulons maintenant définir le nombre N, pour p = +o0. Soit f : R? — R une fonction
mesurable. On dit que M € R est un majorant essentiel de f sion a

fle) <M pour presque tout x.

On appelle borne supérieure essentielle de f la borne inférieure de ’ensemble des majorants
essentiels de f.

Lemme 6.4.1 La borne supérieure essentielle de f est un majorant essentiel de f. C’est le plus petit
majorant essentiel de f.
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Démonstration. Notons B la borne supérieure essentielle de f et supposons B # —oo. Pour
tout entier n > 0, il existe un ensemble négligeable N, tel que f(z) < B + % pour tout
z € RY\N,.Lensemble N = |J, -, N, estnégligeableetl’ona f(z) < B pour toutz € R*\ V.
Si B = —oc pour tout n > 0, il existe un ensemble négligeable N,, tel que f(z) < —n pour
tout x € R4 \ N,,, et on conclut de fagon similaire. O

On note alors N (f) la borne supérieure essentielle de | f|. On a alors les propriétés :
L Si[f] < lg| alors Noo(f) < Noo(9)-
2. Noo(f +9) < Noo(f) + Noo(9)-
Noo(af) = |a|Neo ().
4. Ni(fg) < N1(f) Noo(9)-

Définition 6.4.1 Soit p € [1,4o0]. On désigne par LP () I'espace des classes de fonctions o ayant
au moins un représentant f vérifiant N,(f) < oc.

Les propriétés (1)—(4) ci-dessus montrent donc que l'application

e (e L= (J17IP)F sil<p<+oo,
Sup ess(f) sip = +00,

est une norme sur l'espace LP(u). Ici Sup ess(f) désigne la borne supérieure essentielle de f.

Proposition 6.4.1 Pour tout p € [1, 400, I'espace LP () est complet.

6.5 L'espace L?

Commencgons par noter que le nombre 2 est le seul conjugué de lui-méme. Soient maintenant
f,9 € L*(n). On déduit de 'inégalité de Holder que la fonction | fg| est intégrable et on a

[ro=(f7) ()"

(fl9) ::/fg-

Posons

Montrons que 'application

(f,9) € LP(u) x L*(u) = (f|g) € R

définit un produit scalaire sur L?(u). On a d’abord (f|f) > 0. De plus, par linéarité de
I'intégrale :

(flgr+g1)=(flg1) + (flg2) fy a1, 92 € L*(p),
(fIxg)=A(flg) f, g€ L*u), AeR.
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Par ailleurs, on a évidemment

@l =(lg)  frgeLlw.
Enfinsi (f| f) = 0alors f2=0p.p. D'ou f =0 p.p.

Proposition 6.5.1 (Théoreme de Fischer et Riesz)
L'espace L?(w), muni du produit scalaire (- | -) est un espace de Hilbert.

Notons que la norme que nous avons définie sur L?(u) est précisément la norme associée a
ce produit scalaire, i.e.

(fF1H) =115
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Mesures quelconques

7.1 Mesures

Nous allons généraliser la notion de mesure en donnant quelques définitions axiomatiques.
Rappelons tout d’abord que si E est un ensemble, I'ensemble . de parties de E est dit tribu
(ou o—algebre) si :

(i) F, 0e.”;

(i) Si A € ¥ alors A€ € .¥7;

(iif) Si A, B € S alors AU B € .7, i.e. . est fermé pour 'union;

(iv) Si(4;); € L alors |, A; € 7.
Si E est un ensemble et . est une tribu sur E, on dit que le couple (E,.%) est un espace
mesurable.

Définition 7.1.1 Soit (E,.”) un espace mesurable. On appelle mesure positive sur (E,.7) toute
application 1 : % — RT vérifiant :

p@ =0, u <U An> = u(An)

pour toute famille dénombrable d’ensembles (A,,) disjoints deux a deux. On appelle espace mesuré
le triplet (E, 7, 1). Dans la pratique, on dit aussi que p est une mesure sur E.

Ainsi, si (E, ., ;i) est un espace mesuré, on déduit les propriétés énoncées dans la proposi-
tion suivante.

Proposition 7.1.1 Soit (E, ., i) un espace mesuré. On a les propriétés :
(i) SiA,Be ., ona

n(A) = p(A\ B) + n(AN B),
n(AU B) + (AN B) = pu(A) + u(B).

(i) Si A,B €. et AC B,alors u(A) < u(B).
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(iii) Soit (A;);>1 une famille dénombrable d’ensembles de .. On a
u( U Ai> <) u(A).
i>1 i>1
Démonstration.

(i) Les ensembles AN B et A\ B sont disjoints et on a
A=(ANB)U(A\ B).

Le résultat est donc une conséquence de (i). La deuxiéme identité est obtenue en uti-
lisant la premiére et intervertissant A et 5.
(ii) En effet
p(B) = u(A) + u(B\ A).

(iii) Posons Uy = () et soit pouri > 1,

U, =A1U---UA;
Bl:A’L\U'L—le'L\Ul—l

On a B; C A;. De plus, les ensembles (B;) sont deux a deux disjoints et

UBi=1J 4.

i>1 i>1

ﬂ<i>U1Ai) u(g&) =2 n(By) <3 p(A). O

i>1 i>1

Exemple 7.1.1 Soit X un ensemble quelconque et soit, pour tout sous-ensemble E de X

Card E si E est fini
() = { ar sz' est fini,
+00 sinon,

On peut alors montrer que v est une mesure sur la tribu de toutes les parties de X . Cette mesure est
appelée mesure de comptage ou mesure du cardinal.

7.2 Intégrale de fonctions mesurables positives

Soit (X, .7, 1) un espace mesuré et soit u : X — [0,4o0[ une fonction mesurable étagée,
finie et positive; notons {a1,...,a,} 'ensemble de ses valeurs et posons 4; = u~'(a;) de

sorte que
n
u = E a;la,.
i=1
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On définit I'intégrale de la fonction u par :

[u- iammi),

oll on a posé, par convention, 0 - (+o00) = 0. Soient u et v deux fonctions mesurables étagées
et positives, on peut montrer les propriétés suivantes :

(i) Si u < v alors
/uﬁ/v.
/)\u:)\/u.
/(u+v):/u+/v.

Définition 7.2.1 Soit f : X — [0, 4+o00] une fonction mesurable positive. On appelle intégrale de

f le nombre positif défini par
fr=mn(f2).

ot u parcourt I'ensemble des fonctions mesurables étagées positives telles que u < f.

(ii) Si A est un réel > 0, alors

(iii)

Soit maintenant £ € . un ensemble mesurable. Pour toute fonction f mesurable positive

définie sur E, on pose
/f = /f1E~
E

Lemme 7.2.1 Soit u : X — [0, +oo[ une fonction mesurable étagée. Pour tout ensemble A € .7,

on pose
I/(A):/u.
A

L’application v : . — [0, +00] ainsi définie est une mesure sur (X, .%).

Soit maintenant u = ). a;14, la décomposition canonique de u. Pour A € ., on a, par
définition
v(A) = aip(ANA).
i
Théoreme 7.2.1 Soit f : X — [0, +o00] une fonction mesurable positive. Pour tout ensemble mesu-

rable E € ., on pose
v(E) = / I
E

L’application v : ¥ — [0, +00] ainsi définie est une mesure sur (X, ). Pour toute fonction mesu-

rable positive g : X — [0, +o0], ona
/ gdv = / fgdu.
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Changement de variable

8.1 Introduction

Soit d un entier positif, U et V deux ouverts de R? et ¢ un homéomorphisme de U sur V, i.e.
une application bijective, continue ainsi que son application réciproque. Soit A la mesure de
Lebesgue de R? restreinte a V. Pour toute partie E mesurable de U posons u(E) = A(¢(E)).

Lemme 8.1.1 L’application p définit une mesure sur U.

Démonstration. On a évidemment u(0) = A(¢(0)) = 0. Soit maintenant une famille d’en-
sembles de U, (4;) disjoints deux a deux. On a

(U4 (:(U0)

Or ¢ < U, Ai> est une union disjointe d’ensembles de V. D’ot1 le résultat. O
Dans ce qui suit, nous supposons donnés les ouverts U et V et C'—difféomorphisme ¢ de U
sur V, i.e. une application bijective continiment dérivable ainsi que 'application réciproque.

Lemme 8.1.2 Si E est un ensemble p—négligeable contenu dans U, alors I'ensemble ¢(E) est A—
négligeable.

Proposition 8.1.1 Il existe une fonction mesurable h : U — [0, +00], localement A—intégrable telle
que dp = hd.

Corollaire 8.1.1 Soit E un ensemble mesurable au sens de Lebesgue contenu dans U, I'ensemble
¢(E) est mesurable au sens de Lebesgue et I'on a

A(E)) = /E hd.
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Démonstration. Sil’ensemble E est mesurable au sens de Lebesgue, il existe deux ensembles
mesurables A et B contenus dans U tels que A C E C Betque A(B\ 4) = 0. Donc ¢(A4) C

¢(E) C ¢(B) et par le lemme[8.1.2}
A@(B)\ ¢(4)) = A(@(B\ A)) =

On en déduit que I'ensemble ¢(FE) est mesurable au sens de Lebesgue et que

NOE)) = pld) = u(B) = [ nar.

Ce corollaire montre que l'application £ — ¢(E) établit une bijection entre les ensembles
mesurables au sens de Lebesgue contenus dans U et les ensemble mesurables au sens de Le-
besgue contenus dans V. En outre, on peut prolonger la mesure  aux ensembles mesurables
contenus dans U en posant

mm=Aww»=Lhw.

8.2 Le théoréme du changement de variable

Notons l'application ¢ = (¢1,. .., ¢q). La matrice jacobienne de I'application ¢ en un point
x = (21,...,2q) € U estla matrice des dérivées partielles :

J(¢)(x) = <gf>1gjgd

Comme l'application ¢ est de classe C!, la fonction  — det J(¢)(x) est continue; elle ne
s’annule pas puisque ¢ est un difféomorphisme.

Proposition 8.2.1 Soit E un ensemble mesurable au sens de Lebesgue contenu dans U. On a

/|detJ )| d\(z).

Ainsi, la fonction | det J(¢)(z)| est la fonction h du corollaire précédent. On notera qu’elle
n’est pas seulement mesurable, elle est continue.

Corollaire 8.2.1 Soit f : V' — R une fonction Lebesgue—intégrable. La fonction

z = f(o(x)) | det J(9)(2)|

est Lebesgue—intégrable sur U et I'on a

/f Ay /f )| det J(6)(x)| dA(z)
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8.3 Coordonnées polaires

On prend, dans ce paragraphe, d = 2.
Proposition 8.3.1 Soit f(z,y) une fonction Lebesgue—intégrable dans le disque D de R? défini par
D = {(z,y) € R* 2® +y* < R*}.
La fonction
g(r,0) = f(rcos6,rsinf)
est Lebesque—intégrable dans le rectangle
A={(r0); 0<r<R,0<0<2r},

etl’'ona

/f(amy)dxdy:/f(rcos@,rsinQ)rdrd@.
D A

Démonstration. Soit A’ le rectangle ouvert ]0,27[ x ]0, R[ et D’ le complémentaire dans D
du segment [0, R] de I'axe horizontal y = 0. L'application ¢ : A — D définie par ¢(r,0) =
(r cos 6, 7sin ) induit un C'-difféomorphisme de A’ sur D’. Sa matrice jacobienne est

cosf —rsinf
sinf rcosf

56)(.0) =
et J(¢)(r,0) = r. Par le théoréeme du changement de variable, on a

flz,y)dedy = | f(rcosf,rsin®)rdrdd.

D/ A/

On obtient le résultat en remarquant que les ensembles D \ D’ et A\ A’ sont négligeables.
O

8.4 Mesure sur la sphere

Soit d un entier > 0. Pour tout point = (z1,...,74.1) de R¥*!, posons ||z| = (2 +--- +
a2, ). La boule unité By, de R*! est 'ensemble des points z de R%*" tels que ||z|| < 1 et
la sphere unité S, est 'ensemble des points x tels que ||z|| = 1.

Pour toute partie A de Sg4, on note C'(A) I'ensemble des points z = rs de R o0 <r<1
ets € A.Si A estun ouvert dans S, I’ensemble C(A) est ouvert dans Bg1. Donc, une partie
A de S, est mesurable si et seulement si I’ensemble C'(A) est mesurable.

On définit sur Sq la mesure o4 par

0a(A) = (d+ DAa1(C(A))

pour toute partie mesurable A de S;. Soient A un ensemble mesurable de S; et a, b € R avec
0 < a < b. On en déduit que si by est la mesure de Lebesgue de la boule unité Byy; de R4+1
alors

0a(Sa) = (d+ 1) bay1.
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Proposition 8.4.1 Soit f une fonction Lebesgue—intégrable sur R%. On a

Rd+1

fdAd+1:/]0+ s f(rs)rtd\(r) dog(s).

Corollaire 8.4.1 Soit F : [0,+00) — R une fonction et soit f : R — R définie par f(z) =
F(||x||). Si F est mesurable et positive il en est de méme pour f et on a

(x)dx = (d+ 1)bgy1 /O+OO F(ryrtdr

Rd+1

0it b1 est la mesure de Lebesgue de la boule unité By, de RI+L.
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