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1.2.1 Ensembles dénombrables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
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1

Préliminaires et rappels

1.1 Qu’est-ce qu’un intégrale?

Rappelons la première définition d’une intégrale. Considérons une fonction f continue et
positive sur un intervalle [a, b] de la droite réelle. Par définition, l’intégrale de f est l’aire
délimitée par la courbe y = f(x), l’axe Ox, et les droites x = a et x = b. Il convient alors de
donner une définition plus mathématique et moins restrictive de cette notion. Cette définition a
été donnée par B. RIEMANN en 1853.
Soit f une fonction définie sur [a, b]. On considère une subdivision de l’intervalle [a, b] :

a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b.

On définit h = sup1≤i≤n(xi − xi−1) et

R =

n∑
i=1

f(ci)(xi − xi−1), ci ∈]xi−1, xi[.

On appellera Intégrale de f sur [a, b], la limite de R, lorsque celle-ci existe, quand n→∞ (ou
h→ 0). Il est alors facile de vérifier que cette définition coı̈ncide avec celle de l’aire lorsque la
fonction f est continue et que cette définition est encore valable pour des fonctions ayant un
nombre fini de discontinuités. Cette définition contient toutefois encore un certain nombre
de restrictions. En particulier, une suite de Cauchy pour la norme

‖f‖1 :=

∫ b

a

|f(x)| dx

de fonctions continues peut converger vers une fonction non intégrable. Pour pallier ces
inconvénients Henri LEBESGUE a proposé une nouvelle définition de l’intégrale que l’on
peut présenter intuitivement de la manière suivante : On regroupe les valeurs de f dans un
intervalle [m,M ], on subdivise cet intervalle en sous-intervalles ]yi−1, yi[ puis on construit
l’ensemble

{x ∈ [a, b]; yi−1 ≤ f(x) < yi}.
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On associe une mesure mi à cet ensemble. On considère alors les sommes

n∑
i=1

miηi où yi−1 ≤ ηi < yi.

On définit enfin l’intégrale de f comme étant la limite de ces sommes lorsque la taille des
sous-intervalles tend vers zéro.
Nous verrons, dans ce cours, que cette nouvelle notion d’intégrale permet d’énoncer des
théorèmes de convergence comme celui-ci :
Si (fn) est une suite de fonctions définies sur un intervalle [a, b] telle que

|fn(x)| ≤M ∀ n, ∀ x ∈ [a, b].

et si fn(x) converge vers f(x) pour tout x ∈ [a, b] alors la suite
∫ b
a
fn(x) dx converge vers∫ b

a
f(x) dx.

Enfin, il est clair que toute théorie de l’intégration doit contenir une notion de mesure des
parties de R ; celle-ci devant vérifier en particulier les propriétés suivantes :

— La mesure de tout intervalle est sa longueur ;
— si A1, . . . , An sont des ensembles disjoints de R alors la mesure de l’ensemble ∪ni=1Ai

est la somme des mesures des ensembles Ai ;
— la mesure d’un ensemble est positive, éventuellement infinie.

Cette mesure nous permettra de construire une théorie de l’intégration avec des théorèmes
de convergence.

1.2 Quelques rappels

1.2.1 Ensembles dénombrables

On dit qu’un ensemble E est dénombrable s’il est en bijection avec l’ensemble des entiers
naturels N, c’est-à-dire, si l’on peut énumérer ses éléments en une suite (xn)n∈N, avec (xn 6=
xm lorsque n 6= m). Ainsi, par exemple, les ensembles N, Z, Q sont dénombrables, alors que
l’ensemble R et l’ensemble des intervalles [a, b], avec a < b, ne le sont pas.

Exemple 1.2.1 L’ensemble des entiers relatifs Z est dénombrable. En effet, soit pour n ∈ N, q(n) le
plus petit entier supérieur ou égal à n/2, et soit la suite xn = (−1)nq(n). On voit aisément que les
termes de xn d’indice pair décrivent l’ensemble N alors que les termes d’indices impairs décrivent les
entiers négatifs non nuls. Ainsi la suite xn décrit une bijection entre N et Z.

Proposition 1.2.1

1. Toute partie d’un ensemble dénombrable est finie ou dénombrable.

2. La réunion d’une famille finie ou dénombrable d’ensembles finis ou dénombrables est un en-
semble fini ou dénombrable.

3. Si l’ensemble E n’est pas fini ou dénombrable, alors E \F , n’est pas fini ou dénombrable pour
tout F ⊂ E fini ou dénombrable.
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1.2.2 Séries

Soit (un)n≥1 une suite numérique et soit

Sn = u1 + . . .+ un

la somme partielle de cette suite à l’ordre n.

1. On dit que la série
∑
n un est convergente si Sn converge vers une limite finie S, que

l’on note S =
∑
n un et que l’on appelle somme de la série.

2. Si la série
∑
n un converge, la suite (un)n≥1 tend vers 0. La réciproque est fausse.

3. La série
∑
n un est dite absolument convergente si la série

∑
n |un| converge.

4. Si on a un ≥ 0 pour tout n, la suite Sn est croissante, donc elle tend toujours vers une
limite (finie ou infinie). On écrit encore S =

∑
n un.

5. Si un ∈ [0,+∞] pour tout n, la somme
∑
n un ne change pas si on change l’ordre de

sommation.

Montrons cette dernière propriété : Soit p une bijection de N∗ dans lui-même et soient les
sommes partielles

Sn = u1 + . . . un, S′n = up(1) + . . . up(n).

Les suites (Sn) et (S′n) sont croissantes. Notons S et S′ leurs limites respectives (finies ou
infinies). Pour tout n il existe un entier m(n) tel que p(i) ≤ m(n) pour i ≤ n. Comme ui ≥ 0
on a S′n ≤ Sm(n) ≤ S. Donc en passant à la limite, on obtient S′ ≤ S. On montre de la même
manière que S ≤ S′, et donc S = S′.

1.2.3 Limites supérieure et inférieure

On considère une suite (un) bornée de nombres réels. On définit les suites :

vn = sup {uk; k ≥ n}, wn = inf {uk; k ≥ n}.

La suite (vn) (resp. (wn)) est décroissante (resp. croissante). On en déduit que ces deux suites
convergent. On définit

lim sup
n

un := lim
n→∞

vn, lim inf
n

un := lim
n→∞

wn.

Cette définition peut être étendue au cas où la suite (un) n’est pas bornée. Ainsi si (un) n’est
pas majorée, on définit

lim sup
n

un = +∞,

et lorsque celle-ci n’est pas minorée, on définit

lim inf
n

un = −∞.

Prenons, à titre d’exemple, la suite numérique bornée un = (−1)n. On a vn = 1 et wn = −1.
On en déduit que lim supn un = 1 et lim infn un = −1.
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1.2.4 Suites de fonctions

On considère une suite de fonctions (fn)n≥1 où pour tout n ≥ 1, fn : E → R.

Définition 1.2.1
1. On dit que la suite (fn)n≥1 converge simplement vers une fonction f si la suite numérique

(fn(x))n≥1 converge vers f(x) pour tout x ∈ E.
2. On dit que la suite (fn)n≥1 converge uniformément vers une fonction f : E → R si on a

lim
n→+∞

sup
x∈E
|fn(x)− f(x)| = 0.

On montre aisément que si (fn)n≥1 converge uniformément vers une fonction f , alors elle
converge simplement vers f . La réciproque n’est pas vraie.

Exemple 1.2.2 Considérons la suite de fonctions fn(x) = (1 − x) e−nx définies sur l’intervalle
]0,+∞[. Cette suite converge simplement vers la fonction f(x) = 0 mais pas uniformément.

Définition 1.2.2 On appelle limite supérieure et limite inférieure d’une suite (fn)n de fonctions
sur E et à valeurs dans R les fonctions suivantes :

lim sup
n

fn(x) = inf
n

sup
m≥n

fm(x),

lim inf
n

fn(x) = sup
n

inf
m≥n

fm(x).
(1.1)

Notons que les fonctions lim supn fn et lim infn fn sont a priori à valeurs dans R, même si les
fonctions fn sont à valeurs dans R.
Si la suite (fn)n est croissante (resp. décroissante), elle converge simplement vers une limite
f vérifiant lim supn fn = limn fn et aussi f = supn fn (resp. f = infn fn).
Dans le cas général, dire que la suite (fn) converge simplement est équivalent à dire que
lim supn fn = lim infn fn. La valeur commune de ces deux fonctions est la limite de la suite
fn. On a en outre la propriété

lim sup
n

fn = − lim inf
n

(−fn).

1.2.5 Quelques conventions

Dans tout ce qui suit on définit les ensembles :

R := R ∪ {−∞,+∞} = [−∞,+∞], R+ := [0,+∞].

De plus, on adoptera les conventions suivantes :

+∞+∞ = +∞, −∞−∞ = −∞,
a+∞ = +∞, a−∞ = −∞ ∀ a ∈ R,
a×+∞ = +∞ si a ∈]0,+∞],

a×+∞ = −∞ si a ∈ [−∞, 0[.
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Intégrale de Riemann

2.1 Introduction

Nous consacrons ce chapitre à l’intégration de fonctions bornées sur un intervalle fermé et
borné de la droite réelle R. Soit S une subdivision de l’intervalle [a, b]. i.e. une partie finie
(si)0≤i≤n avec

a = s0 < s1 < · · · < sn = b.

Pour une fonction f : [a, b] → R bornée et pour toute subdivision S = (si)0≤i≤n, on définit
les réels :

L (f, S) =
∑

1≤i≤n

(si − si−1) inf
si−1≤x<si

f(x),

U (f, S) =
∑

1≤i≤n

(si − si−1) sup
si−1≤x<si

f(x).

On a évidemment L (f, S) ≤ U (f, S). De plus, si S et T sont deux subdivisions de [a, b] avec
S ⊂ T (on dit alors que la subdivision T est plus fine que S) on a

L (f, S) ≤ L (f, T ), U (f, T ) ≤ U (f, S).

Soient maintenant S et S′ deux subdivisions quelconques et soit T = S ∪ S′ ; on a

L (f, S) ≤ L (f, T ) ≤ U (f, T ) ≤ U (f, S′).

On en déduit que la quantité L (f, S) (resp. U (f, S)) admet une borne supérieure (resp.
inférieure) lorsque S décrit l’ensemble des subdivisions du segment [a, b] et on a

sup
S

L (f, S) ≤ inf
S

U (f, S).

Définition 2.1.1 On dit qu’une fonction f : [a, b] → R est intégrable au sens de Riemann ou
Riemann–intégrable si f est bornée et si

sup
S

L (f, S) = inf
S

U (f, S).
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Cette valeur est alors appelée intégrale définie de la fonction f sur [a, b] et est notée∫ b

a

f(x) dx.

Dans ce qui suit, si S = (si)0≤i≤n est une subdivision de l’intervalle [a, b], on appellera pas de
la subdivision le nombre

hS := max
1≤i≤n

(si − si−1).

Proposition 2.1.1 Soit f une fonction réelle bornée sur un intervalle [a, b]. Une condition nécessaire
et suffisante pour que f soit Riemann–intégrable est que

lim
hS→0

(U (f, S)−L (f, S)) = 0.

Démonstration.
La condition est trivialement suffisante. Montrons qu’elle est nécessaire. Soit f : [a, b] → R
une fonction intégrable. Pour tout ε > 0, il existe donc des subdivisions S′ et S′′ telles que

U (f, S′′)−L (f, S′) ≤ ε.

Soit la subdivision S = S′ ∪ S′′ = (si)0≤i≤n, on a U (f, S) − L (f, S) ≤ ε. Posons M =
ω(f, [a, b]) et θ = ε/nM et soit hS le pas de la subdivision S et θ′ = min(hS , θ) > 0. . . . ut

2.2 Fonctions Riemann-intégrables

Définition 2.2.1 On appelle fonction en escalier toute fonction f : [a, b] → R pour laquelle il
existe une subdivision S = (si)0≤i≤n de l’intervalle [a, b] telle que f soit constante sur chaque
intervalle [si−1, si[ . On a alors

U (f, S) = L (f, S) =

n∑
i=1

(si − si−1)f(si−1).

Ainsi, une fonction en escalier est Riemann–intégrable et son intégrale vaut∫ b

a

f(x) dx =

n∑
i=1

(si − si−1)f(si−1).

Proposition 2.2.1 Toute fonction continue est limite uniforme d’une suite de fonctions en escalier.

Proposition 2.2.2
1. L’ensemble E des fonctions Riemann–intégrables sur [a, b] est un sous-espace vectoriel de

l’espace de toutes les fonctions réelles sur [a, b]. De plus, l’application

I : f ∈ E 7→ I(f) :=

∫ b

a

f(x) dx ∈ R

est une forme linéaire sur E, i.e. une application linéaire continue de E dans R.
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2. Si f et g sont deux fonctions Riemann–intégrables avec f ≤ g, alors I(f) ≤ I(g).
3. Une limite uniforme sur [a, b] de fonctions intégrables est une fonction intégrable.

Démonstration.
1. Soient f et g deux fonctions bornées sur [a, b]. Si A ⊂ [a, b], on a les inégalités :

inf
x∈A

f(x) + inf
x∈A

g(x) ≤ inf
x∈A

(f(x) + g(x)),

sup
x∈A

(f(x) + g(x)) ≤ sup
x∈A

f(x) + sup
x∈A

g(x).

Soit S une subdivision de [a, b], on a donc

L (f, S) + L (g, S) ≤ L (f + g, S) ≤ U (f + g, S) ≤ U (f, S) + U (g, S).

On en déduit que si f et g sont intégrables alors f + g l’est aussi et, de plus, I(f + g) =
I(f)+ I(g). Soit λ ∈ R, on voit de la même façon que si f est intégrable alors λf l’est aussi et
I(λf) = λI(f).
2. Si A est une partie de [a, b], alors l’inégalité f ≤ g entraı̂ne

inf
x∈A

f(x) ≤ inf
x∈A

g(x), sup
x∈A

f(x) ≤ sup
x∈A

g(x).

Soit S une subdivision de l’intervalle [a, b]. On a donc L (f, S) ≤ L (g, S) et U (f, S) ≤
U (g, S). D’où, par passage aux bornes, I(f) ≤ I(g).
3. Soit f : [a, b] → R une fonction limite uniforme sur [a, b] d’une suite (fn) de fonctions
intégrables sur [a, b]. Soit ε > 0 ; il existe un entier N tel que, pour tout n ≥ N et pour tout
x ∈ [a, b], on ait |f(x)− fn(x)| ≤ ε. Ainsi

sup
x∈A

f(x)− inf
x∈A

f(x) ≤ sup
x∈A

fn(x)− inf
x∈A

fn(x) + 2ε

pour toute partie A de [a, b]. On a donc, pour toute subdivision S de [a, b]

U (f, S)−L (f, S) ≤ U (fn, S)−L (fn, S) + 2ε(b− a).

Soit un entier n ≥ N et soit S une subdivision telle que U (fn, S)−L (fn, S) ≤ ε. Pour toute
subdivision S, on a U (f, S) −L (f, S) ≤ ε(1 + 2b − 2a). On en déduit que la fonction f est
intégrable. ut

Corollaire 2.2.1 L’espace E est complet pour la norme de la convergence uniforme, i.e. c’est un
espace de Banach.

Corollaire 2.2.2 Une fonction continue est Riemann–intégrable.

Démonstration.
Il suffit d’utiliser la proposition 2.2.1. ut
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2.3 Sommes de Riemann

Soit f : [a, b]→ R une fonction et soit S = (si)0≤i≤n une subdivision de l’intervalle [a, b]. On
appelle le nombre

R(f, S, c) :=

n∑
i=1

f(ci)(si − si−1),

où c = (ci)1≤i≤n avec ci ∈ [si−1, si[ , somme de Riemann de la fonction f associée à la subdivi-
sion S. On a évidemment

L (f, S) ≤ R(f, S, c) ≤ U (f, S). (2.1)

De plus, si f est Riemann–intégrable, on a par définition

lim
hS→0

L (f, S) = lim
hS→0

U (f, S).

En prenant la limite dans (2.1), on obtient∫ b

a

f(x) dx = lim
hS→0

R(f, S, c).

On en déduit que si la fonction f est Riemann–intégrable alors la limite des sommes de
Riemann existe.

Lemme 2.3.1 Soit f : [a, b]→ R une fonction. Si limhS→0 R(f, S, c) existe alors f est bornée.

Démonstration. Supposons la fonction f non bornée et soit I = limhS→0 R(f, S, c). Soit S une
subdivision telle que |R(f, S, c)− I| < 1. On a

|R(f, S, c)−R(f, S, c′)| < 2

pour tous points c, c′ associés à la subdivision S. Supposons que la fonction f soit non bornée
sur l’intervalle [s0, s1[ et fixons c dans S. Soit c′i = ci, 2 ≤ i ≤ n et c′1 tel que f(c′1) > N . Alors

R(f, S, c′)−R(f, S, c) = (f(c′1)− f(c1))(s1 − s0)
> (N − f(c1))(s1 − s0).

Il suffit alors de choisirN assez grand pour que les deux sommes diffèrent de plus que 2. ut

Proposition 2.3.1 Une fonction f : [a, b]→ R est Riemann–intégrable si et seulement si

lim
hS→0

R(f, S, c)

existe. Dans ce cas, cette limite est égale à l’intégrale de f .
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Démonstration. Il suffit de montrer que si la limite limhS→0 R(f, S, c) existe alors la fonction
f est Riemann–intégrable.
Soit un réel ε > 0 et soit une subdivision S telle que |R(f, S, c)− I| < ε pour tout c associé à
la subdivision S, où I = limhS→0 R(f, S, c). Alors, pour tous c, c′ dans la subdivision S on a
|R(f, S, c)−R(f, S, c′)| < 2ε. Montrons que l’on peut choisir c, c′ tels que

L (f, S) ≤ R(f, S, c) < L (f, S) + ε, (2.2)
U (f, S)− ε < R(f, S, c′) ≤ U (f, S). (2.3)

Dans ce cas, on aurait
U (f, S)−L (f, S) < 2ε.

Soit la subdivision S = (si)0≤i≤n. Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on note

mi = inf {f(x); si−1 ≤ x < si}, Mi = sup {f(x); si−1 ≤ x < si},

et on choisit ci tel que
f(ci) < mi +

ε

b− a
.

On en déduit

L (f, S) =
n∑
i=1

mi(si − si−1)

≤
n∑
i=1

f(ci)(si − si−1) = R(f, S, c)

≤
n∑
i=1

(
mi +

ε

b− a

)
(si − si−1)

≤
n∑
i=1

mi(si − si−1) +
ε

b− a

n∑
i=1

(si − si−1).

De même, on choisit c′ tel que pour tout i ∈ {1, . . . , n}

f(c′i) > Mi −
ε

b− a
.

D’où les relations (2.2). Les relations (2.3) se démontrent de la même façon. ut

2.4 Propriétés des fonctions intégrables

Définition 2.4.1 On dit qu’une partieA de R est négligeable si, pour tout ε > 0, il existe une suite
(In)n≥0 d’intervalles In = ]an, bn[ telle que

A ⊂
⋃
n≥0

In,
∑
n≥0

(bn − an) ≤ ε.
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Nous pouvons ainsi montrer qu’une réunion dénombrable d’ensembles négligeables est un
ensemble négligeable et qu’un ensemble réduit à un point est négligeable.

Proposition 2.4.1 Pour qu’une fonction bornée f : [a, b]→ R soit Riemann–intégrable, il faut et il
suffit que l’ensemble des points de discontinuité de f soit négligeable.

Nous avons alors les corollaires suivants.

Corollaire 2.4.1 Le produit de deux fonctions Riemann–intégrables est une fonction Riemann–
intégrable.

Corollaire 2.4.2 Soit f une fonction Riemann–intégrable. Alors la fonction |f | est Riemann–
intégrable. De plus, on a ∣∣∣ ∫ b

a

f(x) dx
∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(x)| dx ≤ (b− a) ‖f‖

où ‖f‖ = supx∈[a,b] |f(x)|.

Démonstration. La fonction |f | est continue en tout point où f est continue. De plus, comme

−|f | ≤ f ≤ |f |,

on déduit

−
∫ b

a

|f(x)| dx ≤
∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

|f(x)| dx.

D’où la première inégalité. La second inégalité s’obtient par la même méthode. ut

Soient maintenant quatre points a, b, c, d ∈ R vérifiant a ≤ c ≤ d ≤ b et soit une fonction
f : [a, b]→ R. On dit que f est Riemann–intégrable sur [c, d] si la fonction f|[c,d] est Riemann–
intégrable.
Supposons que f soit Riemann–intégrable sur [a, b] et soit c ∈ ]a, b[ . Ceci est équivalent à
dire, d’après la proposition 2.4.1, que f est Riemann–intégrable sur [a, c] et [c, b]. De plus,
soient S′ et S′′ sont deux subdivisions respectives des intervalles [a, c] et [c, b]. L’ensemble
S = S′ ∪ S′′ est une subdivision de l’intervalle [a, b] et on a les identités :

L (f, S) = L (f, S′) + L (f, S′′),

U (f, S) = U (f, S′) + U (f, S′′).

On en déduit que ∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx.

Remarque 2.4.1 Si c < d, on note, par convention∫ c

d

f(x) dx = −
∫ d

c

f(x) dx.
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2.5 Primitives

Soit f : [a, b]→ R une fonction Riemann–intégrable et soit la fonction

F (x) =

∫ x

a

f(t) dt, x ∈ [a, b].

Proposition 2.5.1 La fonction F est continue. De plus, si la fonction f est continue en x ∈ [a, b]
alors F est dérivable en x et on a F ′(x) = f(x).

Démonstration. Soient x, y ∈ [a, b] avec x ≤ y. On a

|F (y)− F (x)| =
∣∣∣∣∫ y

x

f(t) dt

∣∣∣∣ ≤ (y − x)‖f‖,

où ‖f‖ = supx∈[a,b] |f(x)|. On en déduit que la fonction f est continue (et même lipschit-
zienne).
Supposons la fonction f continue en un point x ∈ [a, b]. Soit ε > 0, il existe θ > 0 telle que
|f(y)− f(x)| ≤ ε pour tout y ∈ [a, b] tel que |y − x| ≤ θ. Pour tout y ∈ [a, b], on a

F (y)− F (x)− (y − x)f(x) =

{ ∫ y
x
(f(t)− f(x)) dt si x ≤ y,

−
∫ x
y
(f(t)− f(x)) dt si y ≤ x.

Donc, pour |y − x| ≤ θ,

|F (y)− F (x)− (y − x)f(x)| ≤ ε|y − x|.

On en déduit que si x ∈ ]a, b[ , la fonction F est dérivable au point x et sa dérivée est f(x). Si
x = a, la fonction F est dérivable à droite en x et F ′d(x) = f(x) et si x = b, F est dérivable à
gauche et F ′g(x) = f(x). ut

Définition 2.5.1 Soit f : [a, b] → R une fonction. On dit que f admet une primitive s’il existe une
fonction dérivable F : [a, b]→ R, appelée primitive de f , telle que F ′ = f .

Corollaire 2.5.1 Une fonction continue sur un intervalle de R admet une primitive.

Proposition 2.5.2 Soit f : [a, b] → R une fonction Riemann–intégrable admettant une primitive
F . Pour tout x ∈ [a, b], on a

F (x)− F (a) =
∫ x

a

f(t) dt.

Démonstration. Il suffit de montrer la proposition pour x = b. Soit s = (si)0≤i≤n une subdi-
vision de l’intervalle [a, b]. On a

F (b)− F (a) =
n∑
i=1

(F (si)− F (si−1)).

D’après la formule des accroissements finis, il existe pour tout i, 1 ≤ i ≤ n, un point xi de
l’intervalle ]si−1, si[ tel que
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F (si)− F (si−1) = (si − si−1)f(xi).

Donc

F (b)− F (a) =
n∑
i=1

(si − si−1)f(xi).

D’où
L (f, S) ≤ F (b)− F (a) ≤ U (f, S).

En passant aux bornes de L et U , nous obtenons le résultat. ut

2.6 Changement de variables

Proposition 2.6.1 Soient f : [a, b] → R une fonction et φ : [c, d] → [a, b] une fonction dérivable et
telle que φ(c) = a et φ(d) = b. On suppose que la fonction f possède une primitive sur [a, b], que f
est intégrable sur [a, b] et que les fonctions f ◦ φ et φ′ sont intégrables sur [c, d]. Alors, la fonction
(f ◦ φ)φ′ est intégrable sur [c, d] et l’on a∫ b

a

f(x) dx =

∫ d

c

f(φ(y))φ′(y) dy.

Démonstration. Soit F : [a, b]→ R une primitive de f . D’après la proposition 2.5.2, on a

F (b)− F (a) =
∫ b

a

f(x) dx.

Par ailleurs, la fonction F ◦ φ est dérivable et sa dérivée est (f ◦ φ)φ′. Cette fonction est
intégrable puisqu’elle est produit de fonctions intégrables. La proposition 2.5.2 implique
alors

F (φ(d))− F (φ(c)) =
∫ d

c

f(φ(y))φ′(y) dy.

D’où le résultat. ut

2.7 Intégrales impropres

Proposition 2.7.1 Soit f : [a, b]×R→ R une application continue. La fonction F : R→ R définie
par

F (t) =

∫ b

a

f(x, t) dx

est continue.

Démonstration. Pour tout t ∈ R, la fonction x 7→ f(x, t) est continue, donc Riemann–
intégrable. Soit t ∈ R ; pour toute suite (tn) tendant vers t, la suite (f(x, tn)) tend vers f(x, t),
uniformément pour x ∈ [a, b]. Comme l’intégrale est continue relativement à la norme de la
convergence uniforme sur [a, b], la suite (F (tn)) tend vers F (t). D’où le résultat. ut
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Soit maintenant f : [a,+∞[→ R une fonction Riemann–intégrable sur tout segment [a, y],
y ≥ a. Supposons que l’intégrale

F (y) =

∫ y

a

f(x) dx

ait une limite I ∈ R lorsque y → +∞. On dit alors que l’intégrale

I =

∫ +∞

a

f(x) dx

est convergente. Dans le cas contraire (F (y) tend vers l’infini ou la limite n’existe pas), on dit
que l’intégrale est divergente.

Proposition 2.7.2 (Condition de Cauchy)
Soit f : [a,+∞[→ R une fonction Riemann–intégrable sur tout segment [a, y], a ≤ y. Pour que
l’intégrale impropre ∫ +∞

a

f(x) dx

soit convergente, il faut et il suffit que

lim
y,z→+∞

∫ z

y

f(x) dx = 0. (2.4)

Démonstration. Posons
F (y) =

∫ y

a

f(x) dx.

La condition (2.4) signifie que, pour tout ε > 0, il existe λ ∈ [a,+∞] tel que l’on ait |F (y′) −
F (y)| ≤ ε pour y et y′ ≥ λ. En utilisant le critère de Cauchy pour les suites réelles, on voit que
la condition (2.4) est nécessaire et suffisante pour que F (y) ait une limite lorsque y → +∞.
ut
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Mesure de Lebesgue

Considérons la fonction f = 1Q, (la fonction indicatrice de l’ensemble des rationnels Q)
définie sur [0, 1]. Grâce à la densité de Q dans R, on a pour toute subdivision S de l’intervalle
[0, 1] :

L (f, S) = 0, U (f, S) = 1.

Ceci veut dire que cette fonction n’est pas Riemann–intégrable. Pourtant, si l’on utilise l’in-
terprétation géométrique de l’intégrale de f , on voit que cette intégrale “pourrait” avoir un
sens. Ainsi, si on affectait une mesure nulle à l’ensemble Q (et à tout ensemble dénombrable),
on obtiendrait une intégrale nulle de f .
Toutes ces considérations indiquent la nécessité d’une nouvelle théorie de l’intégration.

3.1 Mesure sur un intervalle borné

3.1.1 Définition

Dans ce qui suit, pour tout intervalle borné I de R on appelle `(I) la longueur de I . Soit E
un sous-ensemble de [0, 1] et soit un recouvrement dénombrable de E en intervalles Ij , i.e.,
une famille d’intervalles Ij tels que E ⊂

⋃
j Ij . On appelle mesure extérieure de Lebesgue ou

simplement mesure de Lebesgue de E le nombre

m(E) := inf
{∑

j

`(Ij); E ⊂
⋃
j

Ij

}
. (3.1)

Cette définition reste la même si l’on utilise des intervalles Ij ouverts, fermés ou les deux à
la fois. En effet, Si (Ij) est un recouvrement en intervalles ouverts de E, il existe un recou-
vrement (Kj) en intervalles fermés donnant la même longueur. Ainsi, l’utilisation de recou-
vrement en fermés pourrait donner une plus petite valeur de m(E). Or, pour chaque recou-
vrement fermé (Ik), il existe un recouvrement ouvert (Jk) dont la longueur est inférieure à∑
k `(Ik)+ε, en choisissant par exemple (Jk) tel que `(Jk) < `(Ik)+ε/2

k. Donc, à tout recou-
vrement fermé (Ij) on peut associer des recouvrements ouverts avec des longueurs totales
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arbitrairement proches de la longueur totale de Ij . Ainsi, la borne inférieure des longueurs
totales est la même.
Il est ainsi aisé de montrer le résultat suivant.

Proposition 3.1.1 Si I = [a, b] ⊂ ]0, 1[ ou I = ]a, b[⊂ ]0, 1[ , alors m(I) = `(I).

Lemme 3.1.1 Soit (Ij) un recouvrement fini de [0, 1] en intervalles disjoints deux à deux, 1 ≤ j ≤ n
et soit E = ∪nj=1Ij . Alors

m(E) =

n∑
j=1

`(Ij).

Démonstration. On a évidemment m(E) ≤
∑
j `(Ij). Soit maintenant (Ij) un recouvrement

de E. Étant donné un ε > 0, on choisit I ′j pour tout j ∈ N∗ tel que Ij ⊆ Int(I ′j) et `(I ′j) ≤
`(Ij) + 2−jε. Comme E est compact, on peut extraire un recouvrement fini {I ′1, . . . , I ′m} de
E. En particulier, on a

n∑
j=1

`(Ij) ≤
n∑
j=1

m∑
k=1

`(Ij ∩ I ′k)

≤
m∑
k=1

`(I ′k) ≤
∞∑
k=1

`(I ′k) ≤
∑
k

`(Ik) + ε.

En faisant tendre ε vers zéro et en prenant le borne inférieure, on obtient le résultat désiré.

Nous pouvons maintenant énoncer les premières propriétés de la mesure m.

Proposition 3.1.2 On a les propriétés suivantes :
(i) m(E) ≤ m(F ) si E ⊂ F (Monotonie) ;
(ii) 0 ≤ m(E) ≤ 1 pour tout ensemble E ⊂ ]0, 1[ ;
(iii) m(∅) = 0 ;
(iv) m({x}) = 0 pour tout x ∈ [0, 1].

Démonstration.
(i) Si (Ij) est un recouvrement de F alors (Ij) est un recouvrement de E. On en déduit

que m(E) ≤ m(F ).
(ii) D’après (3.1), le nombre m(E) est borne inférieure de nombres positifs. Donc m(E) ≥

0. Nous notons en outre que, par la proposition 3.1.1, m([0, 1]) = 1. Donc, d’après (i),
m(E) ≤ m( ]0, 1[ ) = 1.

(iii) Évident.
(iv) L’union d’intervalles de la forme ]x − 1

n , x + 1
n [ constitue un recouvrement de l’en-

semble {x}. En faisant tendre n vers +∞, on obtient le résultat. ut

Proposition 3.1.3 Pour toute famille dénombrable (Ei) de sous-ensembles de [0, 1], on a

m
( ⋃
j≥1

Ej

)
≤
∑
j≥1

m(Ej).

On dit alors que la mesure m est sous-additive.
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Démonstration. Pour un élément Ei de la famille dénombrable, soit ε > 0 et soit (Iij) un
recouvrement de Ei en intervalles ouverts tel que

m(Ei) +
ε

2i
>
∑
j≥1

`(Iij).

Alors ⋃
i≥1

Ei ⊂
⋃
i,j≥1

Iij .

Donc
m
( ⋃
i≥1

Ei

)
≤
∑
i,j≥1

`(Iij) ≤
∑
i≥1

(
m(Ei) +

ε

2i

)
=
∑
i≥1

m(Ei) + ε.

En faisant tendre ε vers zéro, nous obtenons

m
( ⋃
i≥1

Ei

)
≤
∑
i≥1

m(Ei). ut

3.1.2 Ensembles mesurables

Une propriété essentielle que nous voudrions obtenir pour une mesure est son additivité. En
d’autres termes, nous voudrions obtenir l’identité

m
( ⋃
i≥1

Ei

)
=
∑
i≥1

m(Ei) (3.2)

pour toute famille d’ensembles (Ei) disjoints deux à deux. Nous parlerons alors d’ensembles
mesurables.

Définition 3.1.1 On dira qu’un ensemble E est mesurable si

m(E) +m(Ec) = 1,

où Ec := ]0, 1[\E.

Nous pouvons déduire les propriétés immédiates suivantes :

Proposition 3.1.4

(i) L’ensemble E est mesurable si et seulement si son complémentaire Ec est mesurable.

(ii) Si m(E) +m(Ec) ≤ 1 alors E est mesurable.

(iii) Si m(E) = 0 alors E est mesurable.

(iv) Les intervalles sont des ensembles mesurables.

Démonstration.

(i) Évident. Il suffit d’intervertir le rôle de E et Ec.
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(ii) Résulte immédiatement de la proposition 3.1.3. Cette inégalité est donc une ca-
ractérisation de la mesurabilité.

(iii) Supposons m(E) = 0. On a

m(E) +m(Ec) = m(Ec) ≤ 1.

Ceci équivaut à la mesurabilité.

(iv) Évident, puisque le complémentaire d’un intervalle est union disjointe d’intervalles.
ut

Lemme 3.1.2 Si (Ij)j≥1 est une famille dénombrable d’intervalles disjoints deux à deux de l’inter-
valle ]0, 1[ , alors pour tout ensemble E on a

m
(
E ∩

⋃
j≥1

Ij

)
=
∑
j≥1

m(E ∩ Ij).

Démonstration. Considérons d’abord une famille finie d’intervalles disjoints I1, . . . , In et sup-
posons, sans restriction de généralité, que E ⊂ I1 ∪ . . . ∪ In. Soit ε > 0 et soit (Jk)k≥1 un
recouvrement de E tel que ∑

k≥1

`(Jk) < m(E) + ε.

Les ensembles Jk ∩ Ij , k = 1, 2, . . . forment un recouvrement de l’ensemble E ∩ Ij . De plus,
on a

`(Jk ∩ I1) + . . .+ `(Jk ∩ In) ≤ `(Jk).

Donc
m(E ∩ Ij) ≤

∑
k≥1

`(Jk ∩ Ij),

et

m(E) ≤
∑
j≥1

m(E ∩ Ij)

≤
∑
j≥1

∑
k≥1

`(Jk ∩ Ij)

=
∑
k≥1

∑
j≥1

`(Jk ∩ Ij)

≤
∑
k≥1

`(Jk)

< m(E) + ε.

Donc
m(E) =

∑
j≥1

m(E ∩ Ij) si E ⊂ J1 ∪ . . . ∪ Jn.
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Soit maintenant (Ij) un recouvrement dénombrable de E par intervalles disjoints deux à
deux. En utilisant la sous-additivité et la monotonie, on obtient

m
(
E ∩

⋃
j≥1

Ij

)
≤
∑
j≥1

m(E ∩ Ij)

= lim
n→∞

n∑
j=1

m(E ∩ Ij)

= lim
n→∞

m(E ∩ (I1 ∪ . . . ∪ In))

≤ m
(
E ∩

⋃
j≥1

Ij

)
.

Ainsi la première inégalité est une égalité et le résultat est montré. ut

On a vu qu’un ensemble est mesurable si et seulement si il partitionne l’intervalle [0, 1] additi-
vement. Le résultat suivant montre qu’il est mesurable si et seulement si il partitionne chaque
sous-intervalle de [0, 1] additivement.

Proposition 3.1.5 Un ensemble E est mesurable si et seulement si, pour tout intervalle I ⊂ ]0, 1[ ,

m(E ∩ I) +m(Ec ∩ I) = m(I).

Démonstration. Notons I l’intervalle I = ]a, b[ avec 0 < a < b < 1. Soit en outre les intervalles

I1 = ]0, a[ , I2 = I = ]a, b[ , I3 = ]b, 1[ .

Or, on a par la monotonie des mesures et grâce à la propriété m({a, b}) = 0,

m(E) ≤ m(E \ {a, b}) +m({a, b}) = m(E \ {a, b}).

D’où m(E \ {a, b}) = m(E), et de même m(Ec \ {a, b}) = m(Ec). Donc, par le lemme 3.1.2 :

m(E) = m(E ∩ I1) +m(E ∩ I2) +m(E ∩ I3),
m(Ec) = m(Ec ∩ I1) +m(Ec ∩ I2) +m(Ec ∩ I3).

En additionnant, nous obtenons, puisque (E∩Ij)∪(Ec∩Ij) = Ij et grâce à la sous-additivité

m(E) +m(Ec) =

3∑
j=1

(m(E ∩ Ij) +m(Ec ∩ Ij))

≥
3∑
j=1

m
(
(E ∩ Ij) ∪ (Ec ∩ Ij)

)
=

3∑
j=1

m(Ij) = 1.
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Ainsi, si m(E ∩ Ij) + m(Ec ∩ Ij) = m(Ij) pour tout j, nous obtenons m(E) + m(Ec) = 1 ;
donc E est mesurable. Inversement si m(E) +m(Ec) = 1, on a

3∑
j=1

(m(E ∩ Ij) +m(Ec ∩ Ij)) =
3∑
j=1

m(Ij)

pour tout j. Or puisque

m(Ij) ≤ m(E ∩ Ij) +m(Ec ∩ Ij)) pour j = 1, 2, 3,

nous obtenons l’égalité. Si I est de la forme ]0, a[ ou ]b, 1[ le même argument fonctionne en
considérant un seul intervalle complémentaire. ut

Proposition 3.1.6 (Caractérisation de Carathéodory)
L’ensemble E est mesurable si et seulement si on a

m(E ∩ T ) +m(Ec ∩ T ) ≤ m(T )

pour tout � ensemble test� T .

Démonstration. La condition est suffisante puisqu’il suffit de prendre T = ]0, 1[ . Montrons
que la condition est nécessaire.
Soit T une partie quelconque de ]0, 1[ et soit ε > 0 et (Ij) un recouvrement dénombrable de
T par des intervalles ouverts tels que∑

j≥1

m(Ij) < m(T ) + ε.

Alors
E ∩ T ⊂

⋃
j≥1

(E ∩ Ij), Ec ∩ T ⊂
⋃
j≥1

(Ec ∩ Ij).

Si E est mesurable, on a

m(E ∩ Ij) +m(Ec ∩ Ij) = m(Ij) pour tout j.

Utilisant la monotonie et la sous-additivité, nous obtenons

m(E ∩ T ) +m(Ec ∩ T ) ≤
∑
j≥1

m(E ∩ Ij) +
∑
j≥1

m(Ec ∩ Ij)

=
∑
j≥1

m(Ij) < m(T ) + ε.

Puisque ε est arbitraire, nous pouvons conclure. ut

Proposition 3.1.7 Soit (Ei) une famille dénombrable d’ensembles disjoints deux à deux et mesu-
rables. Alors

m
( ⋃
i≥1

Ei

)
=
∑
i≥1

m(Ei).
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Démonstration. Soit E1, E2, . . . , En une famille finie d’ensembles disjoints deux à deux et
mesurables. On a par la proposition précédente avec T = E1 ∪ . . . ∪ En,

m(E1) +m(E2 ∪ · · · ∪ En) = m(E1 ∪ · · · ∪ En).

De même, pour T = E2 ∪ . . . ∪ En,

m(E2) +m(E3 ∪ · · · ∪ En) = m(E2 ∪ · · · ∪ En).

Donc
m(E1) +m(E2) +m(E3 ∪ · · · ∪ En) = m(E1 ∪ · · · ∪ En).

On en déduit

m
( n⋃
i=1

Ei

)
=

n∑
i=1

m(Ei).

Supposons maintenant que la famille (Ei) soit dénombrable. On a pour tout n ∈ N∗

m
( ⋃
i≥1

Ei

)
≥ m

( n⋃
i=1

Ei

)
=

n∑
i=1

m(Ei);

donc
m
( ⋃
i≥1

Ei

)
≥
∑
i≥1

m(Ei). ut

Proposition 3.1.8 Si (Ei) est une famille dénombrable d’ensembles mesurables, alors ∪iEi est me-
surable. Les ensembles ouverts et les ensembles fermés sont mesurables.

3.2 Mesure sur un ensemble quelconque de R

Définition 3.2.1 Soit X un ensemble et soit P(X) l’ensemble des parties de X . On appelle algèbre
sur X toute partie A de P(X) vérifiant les propriétés suivantes :

(i) X, ∅ ∈ A ;
(ii) Si E ∈ A alors Ec := X \ E ∈ A ;
(iii) Si E1, E2 ∈ A alors E1 ∪ E2 ∈ A , i.e. A est fermé pour l’union.

On peut montrer aisément qu’une algèbre est aussi fermée pour les unions et intersections
finies d’ensembles.

Définition 3.2.2 Soit X un ensemble et soit A une algèbre sur X . On dit que A est une tribu (ou
σ–algèbre) sur X si A est fermée pour les unions dénombrables, i.e. :

si (Ei)i≥1 ∈ A alors
⋃
i≥1

Ei ∈ A .

Proposition 3.2.1 L’ensemble des parties mesurables de l’intervalle ]0, 1[ forme une tribu.



22 3 Mesure de Lebesgue

Nous voulons maintenant étendre la notion de mesure à tout sous-ensemble de R.
Soit n ∈ Z et soit E une partie de l’intervalle ]n, n+ 1[ . On définit

µ(E) = m(E − n), où E − n := {x− n; x ∈ E}.

Ainsi on a évidemment µ(E) = m(E) si E ⊂ ]0, 1[ . Soit maintenant E une partie de R, on
définit

µ(E) =
∑
n∈Z

µ(E∩ ]n, n+ 1[ ).

Remarque 3.2.1 On déduit de cette définition que si E est dénombrable alors µ(E) = 0. De plus, la
mesure µ peut être infinie.

Définition 3.2.3 Une partieE de R est dite mesurable si, pour tout n ∈ Z, l’ensembleE∩ ]n, n+1[
est mesurable, i.e., si on a

µ(E∩ ]n, n+ 1[ ) + µ(Ec∩ ]n, n+ 1[ ) = 1.

Proposition 3.2.2 Une partie E de R est mesurable si et seulement si, pour tout ensemble T de R,

µ(E ∩ T ) + µ(Ec ∩ T ) = µ(T ). (3.3)

Démonstration. On a par définition

µ(T ) =
∑
n∈Z

µ(T∩ ]n, n+ 1[ ),

µ(T ∩ E) =
∑
n∈Z

µ(T ∩ E∩ ]n, n+ 1[ ),

µ(T ∩ Ec) =
∑
n∈Z

µ(T ∩ Ec∩ ]n, n+ 1[ ).

Donc, si E est mesurable, on a pour tout n ∈ Z, en choisissant pour un ensemble test
T∩ ]n, n+ 1[ ,

µ(T ∩ E∩ ]n, n+ 1[ ) + µ(T ∩ Ec∩ ]n, n+ 1[ ) = µ(T∩ ]n, n+ 1[ ).

D’où le résultat (3.3). Réciproquement, si la relation (3.3) a lieu pour tout T , alors si on choisit
T = ]n, n+ 1[ , tout ensemble E∩ ]n, n+ 1[ est mesurable. ut

Proposition 3.2.3 La mesure de Lebesgue µ est invariante par translation, i.e., pour toute partie E
de R,

µ(E + x) = µ(E) pour tout x ∈ R.
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Intégrale de Lebesgue

Nous allons, dans ce chapitre, définir une nouvelle notion de l’intégrale. Nous commençons
par définir cette intégrale (de Lebesgue) pour des fonctions bornées, puis étendons la
définition à des fonctions non bornées.

4.1 Intégration de fonctions bornées

Soit E un ensemble mesurable de mesure finie. On appellera partition de E toute famille finie
{E1, . . . , En} de parties mesurables disjointes deux à deux de E, dont l’union est E. Si P
est une partition de E, on dira qu’une partition Q est plus fine que P (on notera Q � P
ou P ≺ Q) si tout F ∈ Q est un sous-ensemble d’un ensemble E ∈ P . Si P = {Ei} et si
Q � P , on notera Q = {Fij} pour indiquer que Ei = ∪jFij pour tout Ei ∈ P . Notons que
si P = {Ei} est une partition de E alors µ(E) =

∑
i µ(Ei).

Soit maintenant f une fonction bornée sur un ensemble E mesurable de mesure finie et
soit P = {Ei} une partition de E. On définit, d’une manière analogue au chapitre 1, les
quantités :

mi = inf {f(x); x ∈ Ei}, Mi = sup {f(x); x ∈ Ei},

L (f,P) =

n∑
i=1

miµ(Ei), U (f,P) =

n∑
i=1

Miµ(Ei).

Notons que si E est un intervalle de R et si P est une partition de E en intervalles, alors les
nombres L (f,P) et U (f,P) ont la même signification qu’au chapitre 1.

Proposition 4.1.1 Si E est un ensemble de mesure finie et si m ≤ f(x) ≤ M pour tout x ∈ E et
P et Q sont deux partitions de E satisfaisant Q �P , alors

mµ(E) ≤ L (f,P) ≤ L (f,Q) ≤ U (f,Q) ≤ U (f,P) ≤Mµ(E).

Démonstration. Soient P = {Ei} et Q = {Fij} avec Ei = ∪jFij pour tout i. Soit maintenant

mi = inf {f(x); x ∈ Ei}, mij = inf {f(x); x ∈ Fij}.
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Alors

L (f,P) =
∑
i

miµ(Ei)

=
∑
i

mi

∑
j

µ(Fij)

≤
∑
i,j

mijµ(Fij)

= L (f,Q).

De la même manière on démontre que U (f,Q) ≤ U (f,P). ut

Définition 4.1.1 Soit E un ensemble de mesure finie et soit f une fonction définie et bornée sur
E. On dit que f est intégrable au sens de Lebesgue (ou Lebesgue–intégrable ou simplement
intégrable) si

sup
P

L (f,P) = inf
P

U (f,P).

Dans ce cas, on appelle cette valeur commune intégrale de f , et on note∫
f := sup

P
L (f,P) = inf

P
U (f,P).

Proposition 4.1.2 Si f est intégrable au sens de Riemann sur l’intervalle [a, b] alors f est intégrable
au sens de Lebesgue et les deux intégrales coı̈ncident.

Démonstration. Si f est Riemann–intégrable, alors pour tout ε > 0, il existe une partition P
de [a, b] en intervalles telle que

U (f,P)−L (f,P) < ε.

Donc f est intégrable au sens de Lebesgue. La valeur de chacune des deux intégrales est
entre toute borne inférieure et toute somme supérieure, d’où la coı̈ncidence. ut

Soit φ une fonction définie sur E. On dit que φ est une fonction simple ou étagée s’il existe une
partition P = {E1, . . . , En} de E et des réels {y1, . . . , yn} tels que φ s’écrit sous la forme

φ =

n∑
i=1

yi1Ei .

4.2 Fonctions mesurables

Définition 4.2.1 On dit qu’une fonction f définie sur E est mesurable si l’ensemble

{x ∈ E; a ≤ f(x) < b}

est mesurable pour tous a, b ∈ R.
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Proposition 4.2.1 Soit f une fonction bornée et mesurable sur un ensembleE de mesure finie. Alors
f est Lebesgue–intégrable sur E.

Démonstration. Supposons que −M ≤ f(x) < M pour tout x ∈ E. Soit N un entier suffisam-
ment grand et soit

Ei =
{
x ∈ E; −M +

i− 1

N
≤ f(x) < −M +

i

N

}
, 1 ≤ i ≤ 2MN.

Alors P = {Ei} est une partition de E et

U (f,P)−L (f,P) ≤
∑
i

1

N
µ(Ei) =

1

N
µ(E).

En faisant tendre N vers l’infini, on obtient le résultat désiré. ut

Nous donnons maintenant plusieurs caractérisations de la mesurabilité d’une fonction.

Proposition 4.2.2 Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f est mesurable sur E ;
(ii) {x ∈ E; f(x) ≥ a} est mesurable pour tout a ∈ R ;
(iii) {x ∈ E; f(x) < a} est mesurable pour tout a ∈ R ;
(iv) {x ∈ E; f(x) > a} est mesurable pour tout a ∈ R ;
(v) {x ∈ E; f(x) ≤ a} est mesurable pour tout a ∈ R ;
(vi) {x ∈ E; a < f(x) < b} est mesurable pour tous a, b ∈ R.

Démonstration. Notons que les ensembles définis dans (ii) et (iii) sont complémentaires, et de
même pour les ensembles définis dans (iv) et (v). Si f est mesurable, alors l’ensemble {x ∈
E; f(x) ≥ a} est union dénombrable des ensembles mesurables {x ∈ E; a ≤ f(x) < a+ n},
n = 1, 2, . . . . Inversement, si l’ensemble {x ∈ E; a ≤ f(x)} est mesurable pour tout a ∈ R,
alors

{x ∈ E; a ≤ f(x) < b} = {x ∈ E; a ≤ f(x)} \ {x ∈ E; b ≤ f(x)}

est mesurable pour tous a, b ∈ R, et donc f est mesurable. Les autres équivalences peuvent
être établies d’une manière analogue, en utilisant le fait que la mesurabilité des ensembles
est fermée pour les unions et intersections dénombrables et pour la complémentarité. ut

Proposition 4.2.3 Soit (fn) une suite de fonctions mesurables sur un ensembleE, alors les fonctions
sup fn, inf fn sont mesurables. Si de plus, lim fn(x) existe pour tout x ∈ E alors la limite est une
fonction mesurable.

Démonstration. Pour montrer que sup fn est mesurable, il suffit de vérifier la propriété (iv)
de la proposition 4.2.2. On a

{x ∈ E; sup fn(x) > a} =
⋃
n

{x ∈ E; fn(x) > a}.

Donc l’ensemble {x ∈ E; sup fn(x) > a} est une union dénombrable d’ensembles mesu-
rables si fn est une fonction mesurable. De même
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{x ∈ E; inf fn(x) < a} =
⋃
n

{x ∈ E; fn(x) < a};

donc inf fn est mesurable.
Si sup fn prend la valeur +∞, alors

{x ∈ E; sup fn(x) = +∞} =
⋂
N

⋃
n

{x ∈ E; fn(x) > N},

et cet ensemble est mesurable. La même identité a lieu là où inf fn(x) = −∞. ut

Proposition 4.2.4 Soient f et g deux fonctions mesurables sur un ensemble E et soit k ∈ R. Alors,
les fonctions f + g et kf sont mesurables.

Démonstration. Il est évident que si f est mesurable alors kf l’est aussi. L’inégalité f(x) +
g(x) > a est équivalente à f(x) > a − g(x). Celle-ci est vraie si et seulement si il existe un
nombre rationnel r tel que

f(x) > r et r > a− g(x).

Donc

{x ∈ E; f(x) + g(x) > a} =
⋃
r∈Q
{x ∈ E; f(x) > r} ∩ {x ∈ E; g(x) > a− r}.

Le membre de droite de cette inégalité est une union dénombrable d’ensembles mesurables ;
c’est donc un ensemble mesurable. ut

Remarque 4.2.1 Si f est mesurable sur E alors l’ensemble E est mesurable. En effet, on peut écrire

E =
⋃
n∈N
{x; f(x) > n},

et utiliser le fait que toute union dénombrable d’ensembles mesurables est mesurable.

4.3 Propriétés de l’intégrale de Lebesgue

Nous définissons maintenant la somme de Riemann d’une fonction Lebesgue–intégrable,
i.e., pour une partition de P = {Ei} de l’ensemble E et pour un choix de points ci ∈ Ei, on
définit

R(f,P, c) :=
∑
i

f(ci)µ(Ei).

Proposition 4.3.1 Si f est une fonction bornée et intégrable sur un ensemble de mesure finie E alors

R(f,P, c)→
∫
f.
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Proposition 4.3.2 Si f et g sont deux fonctions définies sur E telles que f = g sauf sur un ensemble
mesurable de mesure nulle, alors

lim
P

R(f,P, c) = lim
P

R(g,P, c)

Notons que, dans la proposition précédente, nous n’avons supposé les fonctions f et g ni
mesurables ni bornées. De plus, les sommes de Riemann peuvent converger même pour des
fonctions non bornées.

Proposition 4.3.3 Soient f et g deux fonctions bornées et mesurables sur un ensemble E de mesure
finie, et soit k une constante, alors on a les propriétés suivantes :

(i)
∫
kf = k

∫
f ,

(ii)
∫
(f + g) =

∫
f +

∫
g,

(iii) |
∫
f | ≤

∫
|f |.

Démonstration. Nous nous contenterons de montrer la propriété (i).∫
kf = lim

P
R(f,P, c)

= lim
P

∑
i

kf(ci)µ(Ei)

= lim
P
k
∑
i

f(ci)µ(Ei)

= lim
P
kR(f,P, c)

= k lim
P

R(f,P, c)

= k

∫
f. ut

Définition 4.3.1 Soit f est une fonction mesurable et bornée sur un ensemble de mesure finie E et
soit F un sous-ensemble mesurable de E. On note∫

F

f =

∫
1F f.

Proposition 4.3.4 Soient A etB deux ensembles disjoints et soit f une fonction mesurable et bornée
sur l’ensemble A ∪B. Alors ∫

A∪B
f =

∫
A

f +

∫
B

f.

Démonstration. Il suffit d’écrire f = f 1A + f 1B . ut

Nous nous intéressons maintenant au passage à la limite dans les intégrales. Comme nous
l’avons décrit plus tôt, l’intégrale de Lebesgue permet d’une manière plus naturelle ce pas-
sage à la limite.
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Proposition 4.3.5 Soit (fn) une suite de fonctions mesurables sur un ensemble de mesure finie E
telle que fn → f simplement sur E. Alors, pour tout ε > 0 et δ > 0, il existe un ensemble mesurable
X avec µ(X) < δ et un entier N tel que |fk(x)− f(x)| < ε pour tout k ≥ N et tout x ∈ E \X . On
dit alors que fn converge vers f au sens de la mesure (de Lebesgue). ut

Démonstration. Soit

Fn = {x ∈ E; il existe k ≥ n avec |fk(x)− f(x)| ≥ ε}.

Les ensembles Fn sont mesurables et on a puisque fn(x)→ f(x) pour tout x ∈ E :

Fn+1 ⊂ Fn,
⋂
n

Fn = ∅.

Puisque µ(F1) <∞, on a limµ(Fn) = 0. Soit µ(FN ) < δ. Pour x ∈ E\FN , on a |fk(x)−f(x)| <
ε pour tout k ≥ N . Il suffit donc de choisir X = FN . ut

Proposition 4.3.6 (Théorème d’Egoroff)
Soit (fn) une suite de fonctions mesurables sur un ensemble de mesure finie E telle que fn → f
simplement sur E ; alors pour tout δ > 0, il existe un ensemble mesurable X ⊂ E avec µ(X) < δ tel
que fn → f uniformément sur E \X .

Proposition 4.3.7 Soit (fn) une suite de fonctions mesurables sur un ensemble de mesure finie E et
convergeant simplement vers une fonction f . On suppose qu’il existe un nombre M tel que

|fn(x)| ≤M pour tout x ∈ E, n ∈ N.

Alors
lim

∫
fn =

∫
lim fn =

∫
f.

Démonstration. Soit ε > 0 et soit X un ensemble mesurable avec µ(X) < ε tel que fn → f
uniformément en dehors de X . On a∣∣∣∣∫ (fn − f)

∣∣∣∣ ≤ ∫ |fn − f |
=

∫
E\X
|fn − f |+

∫
X

|fn − f |

<

∫
E\X
|fn − f |+ 2Mε.

Puisque fn → f uniformément sur E \X , il existe un entier N tel que |fn − f | < ε sur E \X
si n ≥ N . Donc, si n ≥ N ∣∣∣∣∫ (fn − f)

∣∣∣∣ ≤ ε µ(E \X) + 2Mε

= ε (µ(E \X) + 2M)

≤ ε (µ(E) + 2M).

Puisque ε est arbitraire et µ(E) <∞, nous obtenons le résultat. ut
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4.4 Intégration de fonctions non bornées

Nous allons maintenant pouvoir définir l’intégrale de fonctions non bornées et de fonctions
sur des ensembles de mesure non bornée. Ce genre de situations serait exclu pour l’intégrale
de Riemann. En particulier, nous verrons que l’intégrale de Lebesgue correspond à l’idée
géométrique intuitive de l’intégrale, i.e., l’intégrale est égale à l’aire au-dessus de l’axe des
x moins l’aire en dessous. Ces aires devront être finies. Ainsi, on dira que f est Lebesgue–
intégrable si et seulement si |f | est Lebesgue–intégrable.
Soit f une fonction positive, mesurable, à valeurs réelles et définie sur un ensemble E (pou-
vant être R tout entier). On définit∫

f = sup
{∫

g ; 0 ≤ g ≤ f, g est mesurable et bornée
}
.

Notons qu’il est possible d’avoir une valeur infinie. Nous dirons que f est intégrable sur E si
on a ∫

f < +∞.

Proposition 4.4.1 Soient f et g deux fonctions positives et mesurables sur E, et soit k ≥ 0 ; alors :
(i)
∫
kf = k

∫
f ;

(ii)
∫
(f + g) =

∫
f +

∫
g ;

(iii) Si f ≤ g, alors
∫
f ≤

∫
g ;

(iv) Si 0 ≤ f ≤ g et si g est intégrable, alors f et g − f sont intégrables et on a
∫
g =

∫
f +∫

(g − f).

Démonstration. Les propriétés (i) et (iii) sont des conséquences immédiates de la définition.
Montrons (ii). Soient h1, h2 deux fonctions mesurables et bornées avec 0 ≤ h1 ≤ f et 0 ≤
h2 ≤ g. Alors h1 + h2 est mesurable et bornée et on a 0 ≤ h1 + h2 ≤ f + g. Ainsi∫

(f + g) ≥
∫

(h1 + h2) =

∫
h1 +

∫
h2.

En prenant la borne supérieure sur toutes les fonctions h1 et h2 mesurables et bornées, on
obtient ∫

(f + g) ≥
∫
f +

∫
g.

Pour montrer l’inégalité inverse, soit h une fonction mesurable et bornée avec 0 ≤ h ≤ f + g.
Soient h1 = min {f, h} et h2 = h− h1. Alors, h1 et h2 sont mesurables et bornées et de plus

0 ≤ h1 ≤ f, 0 ≤ h2 ≤ g,

donc ∫
h =

∫
(h1 + h2) =

∫
h1 +

∫
h2 ≤

∫
f +

∫
g.

En prenant la borne supérieure pour toutes les fonctions mesurables et bornées h ≤ f + g,
nous obtenons ∫

(f + g) ≤
∫
f +

∫
g. ut
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Corollaire 4.4.1 Si f et g sont intégrables, alors kf et f + g sont intégrables pour tout k ∈ R.

Nous énonçons maintenant les résultats fondamentaux de la théorie de l’intégration.

Proposition 4.4.2 (Lemme de Fatou)
Soit (fn) une suite de fonctions mesurables positives, convergeant simplement vers f sur R. Alors

lim inf

∫
fn ≥

∫
f.

Démonstration. soit h une fonction mesurable bornée avec 0 ≤ h ≤ f et soit hn = min{fn, h} ;
les fonctions hn sont évidemment mesurables et uniformément bornées par la même borne
que h. Puisque fn → f ≥ h, on a hn → h. La proposition 4.3.7 implique

∫
hn →

∫
h. Puisque∫

fn ≥
∫
hn pour tout n, on a

lim inf

∫
fn ≥ lim

∫
hn =

∫
h.

Cette dernière inégalité est vraie pour toute fonction h mesurable et bornée vérifiant h ≤ f ;
donc

lim inf

∫
fn ≥

∫
f. ut

Proposition 4.4.3 (Théorème de la convergence monotone)
Soit (fn) une suite croissante de fonctions mesurables positives convergeant simplement vers f . Alors∫

fn →
∫
f.

Démonstration. Comme la suite (fn) est croissante, on en déduit fn ≤ f . D’où∫
fn ≤

∫
f donc lim sup

∫
fn ≤

∫
f.

Le lemme de Fatou permet de conclure. ut

Proposition 4.4.4 Soit (fn) une suite de fonctions positives mesurables convergeant vers f . On
suppose qu’il existe une fonction intégrable g telle que 0 ≤ fn ≤ g pour tout n, alors∫

fn →
∫
f.

Démonstration. Puisque f ≤ g, la fonction f est intégrable. Par le lemme de Fatou, il suffit de
montrer que

lim sup

∫
fn ≤

∫
f.

Comme on a
0 ≤ g − fn → g − f,

le lemme de Fatou implique
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lim inf

∫
(g − fn) ≥

∫
(g − f) =

∫
g −

∫
f.

Or

lim inf

(∫
g −

∫
fn

)
=

∫
g − lim sup

∫
fn.

Donc, puisque g est intégrable∫
g − lim sup

∫
fn ≥

∫
g −

∫
f,

lim sup

∫
fn ≤

∫
f. ut

Il nous reste maintenant à étendre la définition de l’intégrable de Lebesgue à des fonctions
non nécessairement positives. Pour cela, si f est une fonction, nous notons

f+ = max {f, 0} = 1

2
(|f |+ f), f− = max {−f, 0} = 1

2
(|f | − f).

Ainsi puisque f = f+ − f−, nous définissons naturellement∫
f =

∫
f+ −

∫
f−.

Nous dirons alors que f est (Lebesgue–) intégrable (ou intégrable sur un ensemble E) si les
fonctions f+ et f− sont intégrables (sur E).
Nous allons maintenant énoncer les propriétés de base de l’intégrale de Lebesgue.

Proposition 4.4.5 Soient f et g deux fonctions intégrables sur un ensemble E et soit k ∈ R, alors
les fonctions kf et f + g sont intégrables (sur E) et

(i)
∫
kf = k

∫
f ,

(ii)
∫
(f + g) =

∫
f +

∫
g,

(iii) Si f ≤ g, alors
∫
f ≤

∫
g.

Démonstration.

(i) Si k > 0, alors (kf)+ = kf+ et (kf)− = kf−. Donc, si k > 0,∫
kf =

∫
(kf)+ −

∫
(kf)− = k

∫
f+ − k

∫
f− = k

∫
f.

La même démarche peut être appliquée si k < 0.
(ii) Soient h1 et h2 deux fonctions quelconques positives et intégrables telles que

h1 − h2 = h = h+ − h−.

On a
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h1 + h− = h2 + h+,∫
h1 +

∫
h− =

∫
h2 +

∫
h+,∫

h1 −
∫
h2 =

∫
h+ −

∫
h− =

∫
h.

Puisque les fonctions (f+ + g+) et (f− + g−) sont intégrables et positives et que

(f+ + g+)− (f− + g−) = f + g,

nous avons ∫
(f + g) =

∫
(f+ + g+)−

∫
(f− + g−)

=

∫
f+ +

∫
g+ −

∫
f− −

∫
g−

=

∫
f +

∫
g.

(iii) Si f ≤ g, alors g − f est positive et on a par (i) et (ii),∫
(g − f) =

∫
g −

∫
f.

D’où le résultat. ut

Proposition 4.4.6 (Théorème de la convergence dominée de Lebesgue)
Soit (fn) une suite de fonctions mesurables convergeant simplement vers f et vérifiant |fn| ≤ g pour
une fonction intégrable g et pour tout n. Alors∫

fn →
∫
f.

Démonstration. On écrit fn = f+n − f−n et on obtient

f+n → f+ et 0 ≤ f+n ≤ g pour tout n.

Donc, par la proposition 4.4.4, on a ∫
f+n →

∫
f+.

De même, f−n → f− et 0 ≤ f−n ≤ g pour tout n ; et donc∫
f−n →

∫
f−. ut
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Exemple 4.4.1 Soit f : R→ R une fonction intégrable. On veut calculer la limite

lim
n→∞

∫ n

−n
f(x) dx.

On considère, pour cela, la suite de fonctions fn = f1[−n,n]. Cette suite converge simplement vers f .
De plus, on a |fn| ≤ |f |, qui est une intégrable. Le théorème de la convergence dominée implique

lim
n→∞

∫ n

−n
f(x) dx =

∫
lim
n→∞

fn =

∫
f.

4.5 Intégrale de Lebesgue et dérivation

Nous allons maintenant examiner dans quelles conditions le théorème fondamental de la
théorie de l’intégration : ∫ b

a

f ′ = f(b)− f(a),

est valable lorsqu’il s’agit de l’intégrale au sens de Lebesgue. Nous verrons, en effet, que
cette propriété n’est pas toujours vraie.

Définition 4.5.1 Nous dirons qu’une propriété est valable � presque partout� si celle-ci a lieu par-
tout sauf sur un ensemble de mesure de Lebesgue nulle. Ainsi par exemple, si f et g sont des fonctions
définies sur un ensemble E, on dira que f = g presque partout (ou simplement p.p.) s’il existe une
partie X de E telle que

µ(X) = 0, f(x) = g(x) ∀ x ∈ E \X.

Proposition 4.5.1 Si f est une fonction croissante sur l’intervalle [a, b] alors f ′ existe presque par-
tout.

Proposition 4.5.2 Si f est une fonction croissante sur [a, b], alors f ′ est mesurable et on a∫ b

a

f ′ = f(b)− f(a).

Démonstration. Soit
fn(x) = n

(
f
(
x+

1

n

)
− f(x)

)
où on a par convention f(x + 1

n ) = f(b) si x + 1
n ≥ b. Donc fn est mesurable pour tout n, et

fn(x)→ f ′(x) pour presque tout x. Donc f ′ est mesurable. Comme pour tout n, fn ≥ 0, on a
par le lemme de Fatou et grâce à la croissance de f :
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a

f ′ =

∫ b

a

lim fn

≤ lim inf

∫ b

a

fn

= lim inf

(
n

∫ b+ 1
n

b

f − n
∫ a+ 1

n

a

f

)
= f(b)− lim supn

∫ a+ 1
n

a

f

≤ f(b)− f(a).

En effet, puisque f est croissante, on a pour tout n

n

∫ a+ 1
n

a

f ≥ nf(a) 1
n
= f(a).

L’inégalité inverse se montre d’une manière analogue en considérant une suite

fn(x) = n
(
f
(
x
)
− f(x− 1

n
)
)
. ut

Proposition 4.5.3 Si f est intégrable sur [a, b] et
∫ x
a
f = 0 pour tout x ∈ [a, b] alors f = 0 p.p.

Démonstration. Supposons que
∫ x
a
f = 0 pour tout x ; alors

∫ d
c
f = 0 pour tout c, d ∈ ]a, b[ .

Supposons maintenant que f est strictement positive sur un ensemble E de mesure stricte-
ment positive. Il existe alors un sous-ensemble fermé F ⊂ E tel que µ(F ) > 0 et

∫
F
f > 0.

Soit U l’ouvert ]a, b[ \F et écrivons U avec

U =
⋃
i

]ai, bi[ .

Puisque U ∪ F = ]a, b[ , on a ∫
U

f = −
∫
F

f < 0.

Donc ∑
i

∫ bi

ai

f < 0.

On en déduit que
∫ bi
ai
f 6= 0 pour un intervalle ]ai, bi[ , ce qui est contradictoire avec l’hy-

pothèse de départ. ut

Proposition 4.5.4 Si f est bornée et mesurable sur [a, b] et

F (x) =

∫ x

a

f,

alors F est continue et F (a) = 0 et F ′ = f presque partout.
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Démonstration. Écrivons f = f+ − f−. On a

F (x) =

∫ x

a

f+ −
∫ x

a

f− = F1(x)− F2(x),

où F1, F2 sont deux fonctions croissantes. D’après la proposition 4.5.2, F ′(x) existe pour
presque tout x. De plus, si f est majorée par M , on a

|F (x2)− F (x1)| =
∣∣∣∣∫ x2

x1

f

∣∣∣∣ ≤M |x2 − x1|;
donc F est continue. Soit

fn(x) = n

(
F

(
x+

1

n

)
− F (x)

)
= n

∫ x+ 1
n

x

f.

Donc |fn(x)| ≤ M pour tout x et fn(x) → F ′(x) p.p. Par le théorème de la convergence
dominée et la continuité de F ,∫ x

a

F ′ = lim
n

∫ x

a

fn

= lim
n

(∫ x

a

nF

(
t+

1

n

)
dt−

∫ x

a

nF (t) dt

)
= lim

n

(∫ x+ 1
n

x

nF (t) dt−
∫ a+ 1

n

a

nF (t) dt

)
= F (x)− F (a)

= F (x) =

∫ x

a

f.

En effet

n

∫ x+ 1
n

x

F (t) dt =

∫ 1

0

F (x+
s

n
) ds.

Ainsi, par le théorème de la convergence dominée :

lim
n→∞

n

∫ x+ 1
n

x

F (t) dt = lim
n→∞

∫ 1

0

F (x+
s

n
) ds =

∫ 1

0

lim
n→∞

F (x+
s

n
) ds = F (x).

Donc ∫ x

a

(F ′ − f) = 0 pour tout x,

et donc F ′ = f p.p. par la proposition 4.5.3. ut
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Mesure et intégration de Lebesgue dans le plan

Nous nous sommes limité jusqu’ici au cas de l’intégration sur la droite réelle. Nous voulons
maintenant étendre les notions développées au plan R2. Ceci nous permettra de définir un
produit de mesures de Lebesgue. Pour cela, nous commençons tout d’abord par examiner le
cas typique du rectangle.

5.1 Intégration sur un rectangle

Nous appellerons rectangle tout produit I×J d’intervalles I , J de R, ces intervalles pouvant
être quelconques (ouverts, fermés ou mi-ouverts). SiR est le rectangle I×J , nous appellerons
α(R) = `(I) `(J) son aire.
Soit E un ensemble de R2 et soit

λ(E) := inf
{∑

i

α(Ri); E ⊂
⋃
i

Ri

}
,

où {Ri} est une famille dénombrable de rectangles. On appelle λ(E) mesure extérieure
ou, tout simplement, mesure de l’ensemble E. Nous pouvons alors obtenir des propriétés
élémentaires similaires à celles de la mesure m.

Proposition 5.1.1
(i) λ(∅) = 0 ;
(ii) λ(E) = 0 pour tout ensemble dénombrable E ;
(iii) λ(E) ≥ 0 pour tout E ;
(iv) Si E ⊂ F , alors λ(E) ≤ λ(F ) ;
(v) Si {Ei} est une famille dénombrable d’ensembles, alors

λ

(⋃
i

Ei

)
≤
∑
i

λ(Ei).

Proposition 5.1.2 Si R est un rectangle alors λ(R) = α(R).
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Démonstration. Supposons d’abord que R est un rectangle fermé. Puisque {R} est un recou-
vrement de R, on a évidemment λ(R) ≤ α(R). Soit ε > 0 et soit {Ck} un recouvrement fini
de R par des carrés dyadiques de même taille (i.e. de longueur de côté 1/2k), On suppose que
ce recouvrement est tel que

∑
k α(Ck) < λ(R) + ε. On peut aussi supposer que l’intersec-

tion de Ck avec R n’est pas vide. Puisque R est un rectangle, R = I × J , les ensembles Ck
consistent en tous les carrés Di × Ej , 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m où les Di (resp. Ej) forment un
recouvrement disjoint de I (resp. J). Donc⋃

k

Ck =
⋃
i,j

(Di × Ej) =
(⋃

i

Di

)
×
(⋃

j

Ej

)
,

et

λ(R) + ε >
∑
i,j

α(Di × Ej)

=
∑
i

`(Di)
∑
j

`(Ej)

≥ µ(I)µ(J).

Puisque ceci est vrai pour tout ε > 0 et λ(R) ≤ µ(I)µ(J), on déduit que λ(R) = µ(I)µ(J).
ut

5.2 Mesurabilité dans le plan

Nous allons maintenant donner une définition de la mesurabilité correspondant au critère
de Carathéodory.

Définition 5.2.1 Un ensemble E ⊂ R2 est dit mesurable (au sens de Lebesgue) si

λ(E ∩ T ) + λ(Ec ∩ T ) = λ(T )

pour tout ensemble T de R2.

Proposition 5.2.1 L’ensemble E est mesurable si et seulement si

λ(E ∩R) + λ(Ec ∩R) = λ(R)

pour tout rectangle R.

Proposition 5.2.2 Les rectangles sont mesurables.

Démonstration. Soit Q un rectangle quelconque. Montrons que Q partage tout rectangle R
additivement. La figure 5.1 montre deux schémas possibles de décomposition de R.

Le rectangle R est l’union de Q ∩ R et d’au plus huit autres rectangles disjoints S1, . . . , S8

dont l’aire totale est α(R).
Puisque Qc ∩R ⊂ S1 ∪ . . . S8, on a
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FIGURE 5.1. Schémas de décomposition d’un rectangle

λ(Qc ∩R) ≤ α(S1) + · · ·+ α(S8).

Donc

λ(Q ∩R) + λ(Qc ∩R) ≤ α(Q ∩R) + α(S1) + . . . α(S8)

= α(R) = λ(R).

La seconde inégalité s’obtient par la sous-additivité. Donc Q sépare tout rectangle additive-
ment et ainsi Q est mesurable. ut

Nous donnons maintenant quelques propriétés de la mesure λ qui sont analogues à celles de
µ.

Proposition 5.2.3

(i) Si {Ei} est une famille finie ou dénombrable d’ensembles mesurables et disjoints, alors

λ

(⋃
i

Ei

)
=
∑
i

λ(Ei).

(ii) Si E1, . . . , En sont mesurables, alors les ensembles E1 ∪ · · · ∪ En et E1 ∩ · · · ∩ En sont
mesurables ainsi que E1 \ E2.

(iii) Tout ouvert de R2 est union dénombrable de carrés ouverts ; donc les ouverts et les fermés de
R2 sont mesurables.

5.3 Relation entre λ et µ

On se propose maintenant d’établir sur R2 = R × R une relation entre la mesure λ et la
mesure µ. Ceci nous permettra de construire des produits de mesures de Lebesgue.

Proposition 5.3.1 SiE et F sont deux parties de R de mesures finies, alors λ(E×F ) ≤ µ(E)µ(F ).
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Démonstration. Soit ε > 0 et soient {Ij} et {Jk} des recouvrements de E et F respectivement
par intervalles, avec ∑

j

`(Ij) < µ(E) + ε,

∑
k

`(Jk) < µ(F ) + ε.

Puisque {Ij × Jk} est un recouvrement de E × F par rectangles, on a

λ(E × F ) ≤
∑
j,k

α(Ij × Jk)

=
∑
j

`(Ij)
∑
k

`(Jk)

< (µ(E) + ε) (µ(F ) + ε).

Puisque ceci est vrai pour tout ε > 0 et puisque µ(E) et µ(F ) sont finis, alors λ(E × F ) ≤
µ(E)µ(F ). ut

Proposition 5.3.2 Si les ensemblesE et F sont des sous-ensembles compacts de R, alors λ(E×F ) =
µ(E)µ(F ).

Démonstration. Les ensembles E et F sont fermés et bornés ; ils sont donc mesurables (par
rapport à la mesure µ) et ont des mesures finies. D’après la proposition 5.3.1, il suffit donc
de montrer que λ(E × F ) ≥ µ(E)µ(F ).
Puisque E × F est compact, on peut approcher λ(E × F ) par l’aire totale de recouvrements
finis de carrés dyadiques de mêmes tailles. Soit {Sij} = Ei ×Dj un tel recouvrement où les
Ei et Dj sont des intervalles dyadiques de longueur 1/2N , et∑

i,j

α(Sij) < λ(E × F ) + ε.

On peut supposer que {Sij} est l’ensemble de tous les carrés dyadiques de côté 1/2N coupant
E × F , et donc que⋃

i,j

Sij = D1 × (E1 ∪ . . . Em) ∪ . . . ∪Dn × (E1 ∪ . . . Em),

où {D1, . . . , Dn} est un recouvrement disjoint de E et {E1, . . . , En} est un recouvrement
disjoint de F . Donc

λ(E × F ) + ε >
∑
i,j

α(Sij)

=
∑
i

`(Di)
∑
j

`(Ej)

≥ µ(E)× µ(F ).

Notons que l’utilisation de carrés dyadiques de même taille est nécessaire pour assurer un
recouvrement fini de E × F de la forme {Ij × Jk; j = 1 . . . , n, k = 1, . . . ,m}. ut
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Proposition 5.3.3 Si E et F sont des ensembles mesurables de R, alors

λ(E × F ) = µ(E)µ(F ).

Proposition 5.3.4 Si E et F sont des ensembles mesurables de R alors E × F est un ensemble
mesurable de R2.

Proposition 5.3.5 Soit E une partie de R2. Alors, on a l’identité :

λ(E) = inf
{∑

i

λ(Ai ×Bi); E ⊂
⋃
i

Ai ×Bi
}

= inf
{∑

i

µ(Ai)µ(Bi); E ⊂
⋃
i

Ai ×Bi
}

Démonstration. Soit

λm(E) = inf
{∑

i

λ(Ai ×Bi); E ⊂
⋃
i

Ai ×Bi
}
.

Puisque λm est une borne inférieure prise sur une classe plus grande de recouvrements que
λ(E), on a λm(E) ≤ λ(E). Supposons d’abord que E ⊂ [0, 1[×[0, 1[ , on a en particulier
λm(E) < ∞. Soit {Ai × Bi} un recouvrement de E par des produits mesurables, avec Ai ⊂
[0, 1[ et Bi ⊂ [0, 1[ , et ∑

i

µ(Ai)µ(Bi) < λm(E) + ε.

Soit {Iin} et {Jim} des recouvrements par intervalles de Ai et Bi respectivement, avec∑
n

`(Iin) < µ(Ai) +
ε

2i
,∑

n

`(Jim) < µ(Bi) +
ε

2i
.

La famille dénombrable {Iin× Jim} est un recouvrement par rectangles de E. Donc puisque
µ(Ai) ≤ 1 et µ(Bi) ≤ 1 :

λ(E) ≤
∑
i

∑
n

∑
m

`(Iin) `(Jim)

=
∑
i

(∑
n

`(Iin)
)(∑

m

`(Jim)
)

<
∑
i

(
µ(Ai) +

ε

2i

)(
µ(Bi) +

ε

2i

)
≤
∑
i

(
µ(Ai)µ(Bi) +

ε

2i
+

ε

2i
+
ε2

4i

)
< λm(E) + 4 ε.

Donc λ(E) ≤ λm(E) si E ⊂ [0, 1[×[0, 1[ . Ce résultat est généralisable au cas des ensembles
E quelconques. ut
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Nous allons maintenant montrer le lien entre la mesure dans le plan et la mesure sur la droite
réelle à travers l’intégration. En particulier, on sait que pour des fonctions f ayant certaines
propriétés, l’aire de la surface

S = {(x, y); a ≤ x ≤ ]a, b[ , 0 ≤ y ≤ f(x)}

est donnée par l’intégrale
∫ b
a
f dµ. Nous allons faire le lien entre cette définition et celle de la

mesure λ.

Proposition 5.3.6 Si E est une partie mesurable du carré [0, 1] × [0, 1], la fonction f définie par
f(x) = µ(Ex) est mesurable et ∫ 1

0

µ(Ex) dµ(x) = λ(E),

où
Ex = {y; (x, y) ∈ E}.

Remarque 5.3.1 Les notions de mesurabilité et d’intégrabilité peuvent s’étendre sans peine à R2.
On notera ainsi noter, pour une fonction intégrable sur R2, son intégrale par∫∫

R2

f dλ =

∫
R2

f(x, y) dλ(x, y).

Nous allons maintenant énoncer deux résultats importants de la théorie de l’intégration.
Ils permettent de calculer des intégrales doubles (dans le plan) comme une composition de
deux intégrales simples (dans R).

Proposition 5.3.7 (Théorème de Tonelli)
Soit E et F deux parties mesurables de R et soit f une fonction positive et mesurable définie sur
E × F . Alors

1. Pour tout x ∈ E la fonction y 7→ f(x, y) est mesurable et de plus la fonction

x ∈ E 7→
∫
F

f(x, y) dy

est mesurable.

2. Pour tout y ∈ F la fonction x 7→ f(x, y) est mesurable et de plus la fonction

y ∈ F 7→
∫
E

f(x, y) dx

est mesurable.

3. On a ∫
E×F

f(x, y) dy dx =

∫
E

( ∫
F

f(x, y) dy
)
dx =

∫
F

( ∫
E

f(x, y) dx
)
dy.
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Proposition 5.3.8 (Théorème de Fubini)
Soit f une fonction intégrable sur R2. Alors, pour presque tout x ∈ R, la fonction fx définie par

fx(y) = f(x, y) x ∈ R.

est intégrable sur R. De plus, la fonction F définie sur R par

F (x) =

∫
R
fx dµ

est intégrable sur R et ∫∫
R2

f dλ =

∫
R
F dµ.

Démonstration. Notons d’abord que le résultat est valable pour les fonctions indicatrices
grâce à la proposition 5.3.6. Soit E un ensemble mesurable de R2 de mesure finie et soit
f(x, y) = a1E(x, y), a ∈ R. On a

fx(y) = a1E(y),∫
fx(y) dµ(y) = aµ(Ex). (5.1)

Par la proposition 5.3.6, on déduit∫
aµ(Ex) dµ(x) = aλ(E). (5.2)

En intégrant (5.1) et en utilisant (5.2), on a∫ (∫
fx(y) dµ(y)

)
dµ(x) =

∫
aµ(Ex) dµ(x) = aλ(E).

Ainsi, pour la fonction f(x, y) = a1E(x, y), nous avons∫ (∫
f(x, y) dµ(y)

)
dµ(x) = aλ(E) =

∫
f(x, y) dλ(x, y).

Soit maintenant f1 et f2 deux fonctions définies par f1 = a11E1 , f2 = a21E2 , où a1, a2 ∈ R et
E1, E2 sont deux ensembles mesurables de mesures finies. Soit f = f1 + f2. On a∫

f(x, y) dλ(x, y) =

∫
(f1 + f2) dλ

=

∫
f1 dλ+

∫
f2 dλ

=

∫ (∫
f1(x, y) dµ(y)

)
dµ(x) +

∫ (∫
f2(x, y) dµ(y)

)
dµ(x)

=

∫ (∫
f1(x, y) dµ(y) +

∫
f2(x, y) dµ(y)

)
dµ(x)

=

∫ (∫
(f1(x, y) + f2(x, y)) dµ(y)

)
dµ(x).
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Puisque toute fonction étagée s’écrit sous la forme

f =
∑
i

ai1Ei
,

on en déduit, par linéarité, que le résultat est valable pour toute fonction étagée positive.
Soit maintenant f une fonction mesurable et positive sur R2. Il existe une suite croissante
(fn) de fonctions étagées telle que fn → f p.p. Par le théorème de la convergence monotone,
on a ∫

fn dλ→
∫
f dλ.

Montrons que le second membre est alors fini. Pour tout x, la suite (fn(x, ·)) est une suite
croissante de fonctions étagées, et

(fn)x(y) = fn(x, y)→ fx(y) = f(x, y).

Donc
Fn(x) :=

∫
fn(x, y) dµ(y)→

∫
f(x, y) dµ(y) = F (x).

Pour tout n, on a

Fn(x) =

∫
fn(x, y) dµ(y)

=

∫ ∑
i

ani1Eni
(x, y) dµ(y)

=
∑
i

aniµ(Eni)x.

Par la proposition 5.3.6, on déduit que pour tout n, Fn est une fonction mesurable en x
puisque µ(Ex) est mesurable si E l’est. Puisque Fn(x) est croissante, alors F est croissante.
Donc l’intégrale ∫

f(x, y) dµ(y)

est une fonction mesurable de x. Enfin, par le théorème de la convergence monotone, on a∫
fn(x) dµ(x) =

∫ (∫
fn(x, y) dµ(y)

)
dµ(x)

→
∫
F (x) dµ(x)

=

∫ (∫
f(x, y) dµ(y)

)
dµ(x).

Ainsi, par (5.2), nous obtenons le résultat désiré pour les fonctions f positives mesurables.
Si f n’est pas positive mais intégrable, le résultat est vrai pour les fonctions f+ et f− et donc
pour f . ut
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Les espaces Lp

6.1 Ensembles négligeables

Commençons tout d’abord par préciser quelques notations. Nous avons considéré jusqu’à
maintenant la mesure de Lebesgue que nous avons noté µ sur R et λ sur R2. Remarquons
qu’il est maintenant possible d’étendre cette notion à l’espace R3 et même à tout espace Rd,
où d < ∞. Pour toutes ces raisons, nous noterons dorénavant de la même manière cette
mesure par µ si cela ne prête pas à confusion.
Soit f une fonction mesurable. Nous noterons son intégrale par∫

f =

∫
f dµ =

∫
f(x) dµ(x).

Définition 6.1.1 On dit qu’une partieN de Rd est µ–négligeable (ou négligeable) si elle est contenue
dans un ensemble mesurable de mesure nulle.

Une partie d’un ensemble négligeable est un ensemble négligeable. Une réunion dénombrable
d’ensembles négligeables est un ensemble négligeable.

Proposition 6.1.1 Soit f une fonction mesurable positive. Une condition nécessaire et suffisante
pour que

∫
f = 0 est que f soit nulle presque partout.

Démonstration. Nous montrons seulement que la condition est suffisante. Supposons que
l’intégrale de f soit nulle. Pour tout entier n ≥ 1, soit En = f−1([ 1n ,+∞]). Montrons que
l’ensemble En est négligeable. On a

1

n
1En ≤ f ;

d’où
1

n
µ(En) ≤

∫
f.

Ainsi µ(En) = 0. Soit maintenant E =
⋃
nEn, on a

µ(E) ≤
∑
n

µ(En) = 0.



46 6 Les espaces Lp

Ceci prouve que l’ensemble E est négligeable. Or E est l’ensemble de tous les points x
vérifiant f(x) 6= 0. D’où le résultat. ut

Proposition 6.1.2 Soit f une fonction mesurable positive. Si f est intégrable alors f est finie presque
partout.

6.2 L’espace L1

Notons par F (X;R) (ou simplement F l’espace de toutes les applications de X dans R.

Lemme 6.2.1 Le sous-ensemble N de F constitué des applications presque partout nulles est un
sous-espace de F .

Démonstration. Soient f et f ′ deux applications deX dans R et soientN etN ′ deux parties de
X telles que f|(X\N) et f|(X′\N ′) soient nulles. Alors la fonction f+f ′ est nulle sur l’ensemble

(X \N) ∩ (X ′ \N ′) = X \ (N ∪N ′).

Si les ensembles N et N ′ sont négligeables alors N ∪N ′ l’est aussi. Ainsi la somme de deux
fonctions de N appartient à N . De a même manière, on montre que si a ∈ R et f ∈ N alors
af ∈ N . ut

La relation � f et g sont égales presque partout� est une relation d’équivalence dans l’espace
F que l’on peut définir par

f ≡ g ⇔ f − g ∈ N .

L’espace quotient F = F/N est l’espace des classes de fonctions. On dira ainsi d’un élément
de F que c’est une fonction définie presque partout.
On note par L1 (X,µ) ou L1 (µ) ou L1 (X) le sous-espace de F constitué des classes qui
contiennent (au moins) une fonction Lebesgue–intégrable. On appelle L1 (X,µ) l’espace des
classes de fonctions intégrables sur X . Par abus de langage, on parle souvent d’espace des
fonctions intégrables.
Si f, g ∈ F sont deux fonctions qui ont même classe dans F , les fonctions |f | et |g| sont égales
presque partout. Si ϕ ∈ F est une classe de fonctions, on définit sa valeur absolue |ϕ| comme
la classe de toutes les fonctions |f |, où f appartient à la classe ϕ. Si f et g sont deux fonctions
intégrables et presque partout égales, on a

∫
f =

∫
g.

Proposition 6.2.1
(i) L’espace L1 (µ) des classes de fonctions intégrables sur X est un espace vectoriel réel.
(ii) L’application

ϕ 7→
∫
|ϕ|

est une norme sur L1 (µ). On pose

‖ϕ‖1 :=

∫
|ϕ|.



6.2 L’espace L1 47

(iii) L’application

ϕ 7→
∫
ϕ

est une forme linéaire continue sur L1 (µ) et on a l’inégalité∣∣∣∣∫ ϕ

∣∣∣∣ ≤ ‖ϕ‖1.
Démonstration.

(i) Déjà démontré.
(ii) Soient ϕ,ψ ∈ L1(µ) et soient f et g deux représentants respectifs des classes ϕ et ψ.

Soit en outre a ∈ R. On a∫
|f + g| ≤

∫
|f |+

∫
|g|,

∫
|af | = |a|

∫
|f |.

On en déduit ∫
|ϕ+ ψ| ≤

∫
|ϕ|+

∫
|ψ|,∫

|aϕ| = |a|
∫
|ϕ|.

On a de plus évidemment
∫
|ϕ| = 0 si ϕ = 0. Inversement, si

∫
|f | = 0, on a par la

proposition 6.1.1 f = 0 p.p. donc ϕ = 0.
(iii) L’application ϕ 7→

∫
ϕ est trivialement linéaire. On a de plus∣∣∣∣∫ ϕ

∣∣∣∣ ≤ ∫ |ϕ| = ‖ϕ‖1. ut

Remarque 6.2.1 On peut étendre sans peine cette théorie aux fonctions à valeurs complexes.

Proposition 6.2.2 (Théorème de la convergence dominée)
Soit (fn) une suite de fonctions mesurables sur Rd vérifiant les hypothèses suivantes :

(i) Pour presque tout x ∈ Rd, la suite (fn(x)) converge vers une limite notée f(x) dans R.
(ii) Il existe une fonction intégrable g positive telle que |fn| ≤ g pour tout n.

Alors

1. f ∈ L1(µ) ;

2.
∫
|f − fn| → 0 quand n→∞ ;

3.
∫
fn →

∫
f quand n→∞.

Notons que l’hypothèse (i) dans la proposition précédente implique que la fonction f est
définie presque partout.

Proposition 6.2.3 L’espace vectoriel normé L1(µ) est complet, i.e. c’est un espace de Banach.
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6.3 Inégalités de convexité

Lemme 6.3.1 Soit α ∈ [0, 1]. Pour tous u, v ∈ [0,+∞], on a

uαv1−α ≤ αu+ (1− α)v.

Démonstration. L’inégalité est évidente si u et v est égale à 0 ou à +∞. Dans le cas contraire,
cette inégalité est équivalente à

α lnu+ (1− α) ln v ≤ ln (αu+ (1− α)v).

Cette inégalité exprime le fait que la fonction − log x est convexe ; ce qui est vrai puisque sa
dérivée − 1

x est croissante. ut

Définition 6.3.1 On dit que deux réels p et q sont conjugués si p > 0 et q > 0 et si 1
p +

1
q = 1.

Notons que si p et q sont conjugués alors ils sont nécessairement > 1.

Proposition 6.3.1 (Inégalité de Hölder)
Soient p et q deux nombres réels conjugués et soient f et g deux fonctions mesurables positives. On a∫

fg ≤
(∫

fp
) 1

p
(∫

gq
) 1

q

.

Démonstration. Soient

A =

(∫
fp
) 1

p

, B =

(∫
gq
) 1

q

.

Le résultat est immédiat si A = 0 ou B = 0, car dans ce cas f (ou g) est nulle presque partout
et les deux membres de l’inégalité sont nuls. L’inégalité est aussi immédiate si A ou B est
infini.
Supposons maintenant que les nombres A et B sont finis et non nuls. Soit x un point de Rd
et posons

u =

(
f(x)

A

)p
, v =

(
g(x)

B

)q
, α =

1

p
.

Le lemme 6.3.1 implique
f(x)

A

g(x)

B
≤ 1

p

f(x)p

Ap
+

1

q

g(x)q

Bq
,

d’où
1

AB

∫
fg ≤ 1

pAp

∫
fp +

1

qBq

∫
gq =

1

p
+

1

q
= 1.

D’où le résultat. ut

Proposition 6.3.2 (Inégalité de Minkowski)
Soit p ∈ ]1,+∞[ et soient f et g deux fonctions mesurables et positives. On a(∫

(f + g)p
) 1

p

≤
(∫

fp
) 1

p

+

(∫
gp
) 1

p

.
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Démonstration. Soit q le nombre réel conjugué de p. D’après l’inégalité de Hölder, on a :∫
f(f + g)p−1 ≤

(∫
fp
) 1

p
(∫

(f + g)(p−1)q
) 1

q

,∫
g(f + g)p−1 ≤

(∫
gp
) 1

p
(∫

(f + g)(p−1)q
) 1

q

.

En additionnant ces deux inégalités et en notant que (p− 1)q = p, on obtient∫
(f + g)p ≤

((∫
fp
) 1

p

+

(∫
gp
) 1

p

)(∫
(f + g)p

) 1
q

.

On obtient alors l’inégalité de Minkowski si le membre de gauche est fini. Si celui-ci est infini,
on a par convexité de la fonction x 7→ xp(

f + g

2

)p
≤ 1

2
(fp + gp).

Donc, l’une des deux intégrales
∫
fp ou

∫
gq est infinie et l’inégalité de Minkowski est encore

valable. ut

6.4 Les espaces Lp

Soit p un réel ≥ 1. Pour toute fonction f mesurable sur Rd, on définit le nombre

Np(f) :=

(∫
|f |p

) 1
p

.

Soient maintenant f et g deux fonctions mesurables et soit a ∈ R avec a < +∞, on a par les
inégalités de Hölder et de Minkowski les propriétés :

1. Si |f | ≤ |g| alors Np(f) ≤ Np(g).
2. Np(f + g) ≤ Np(f) +Np(g).
3. Np(af) = |a|Np(f).
4. Si p > 1 et si q est le conjugué de p alors N1(fg) ≤ Np(f)Nq(g).

Nous voulons maintenant définir le nombre Np pour p = +∞. Soit f : Rd → R une fonction
mesurable. On dit que M ∈ R est un majorant essentiel de f si on a

f(x) ≤M pour presque tout x.

On appelle borne supérieure essentielle de f la borne inférieure de l’ensemble des majorants
essentiels de f .

Lemme 6.4.1 La borne supérieure essentielle de f est un majorant essentiel de f . C’est le plus petit
majorant essentiel de f .
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Démonstration. Notons B la borne supérieure essentielle de f et supposons B 6= −∞. Pour
tout entier n > 0, il existe un ensemble négligeable Nn tel que f(x) ≤ B + 1

n pour tout
x ∈ Rd\Nn. L’ensembleN =

⋃
n≥1Nn est négligeable et l’on a f(x) ≤ B pour tout x ∈ Rd\N .

Si B = −∞ pour tout n > 0, il existe un ensemble négligeable Nn tel que f(x) ≤ −n pour
tout x ∈ Rd \Nn, et on conclut de façon similaire. ut

On note alors N∞(f) la borne supérieure essentielle de |f |. On a alors les propriétés :

1. Si |f | ≤ |g| alors N∞(f) ≤ N∞(g).

2. N∞(f + g) ≤ N∞(f) +N∞(g).

3. N∞(af) = |a|N∞(f).

4. N1(fg) ≤ N1(f)N∞(g).

Définition 6.4.1 Soit p ∈ [1,+∞]. On désigne par Lp(µ) l’espace des classes de fonctions ϕ ayant
au moins un représentant f vérifiant Np(f) <∞.

Les propriétés (1)–(4) ci-dessus montrent donc que l’application

f ∈ Lp(µ) 7→

{
‖f‖p :=

(∫
|f |p

) 1
p si 1 ≤ p < +∞,

Sup ess(f) si p = +∞,

est une norme sur l’espace Lp(µ). Ici Sup ess(f) désigne la borne supérieure essentielle de f .

Proposition 6.4.1 Pour tout p ∈ [1,+∞], l’espace Lp(µ) est complet.

6.5 L’espace L2

Commençons par noter que le nombre 2 est le seul conjugué de lui-même. Soient maintenant
f, g ∈ L2(µ). On déduit de l’inégalité de Hölder que la fonction |fg| est intégrable et on a∫

fg ≤
(∫

f2
) 1

2
(∫

g2
) 1

2

.

Posons
(f | g) :=

∫
fg.

Montrons que l’application

(f, g) ∈ L2(µ)× L2(µ) 7→ (f | g) ∈ R

définit un produit scalaire sur L2(µ). On a d’abord (f | f) ≥ 0. De plus, par linéarité de
l’intégrale :

(f | g1 + g1) = (f | g1) + (f | g2) f, g1, g2 ∈ L2(µ),

(f |λg) = λ (f | g) f, g ∈ L2(µ), λ ∈ R.
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Par ailleurs, on a évidemment

(g | f) = (f | g) f, g ∈ L2(µ).

Enfin si (f | f) = 0 alors f2 = 0 p.p. D’où f = 0 p.p.

Proposition 6.5.1 (Théorème de Fischer et Riesz)
L’espace L2(µ), muni du produit scalaire (· | ·) est un espace de Hilbert.

Notons que la norme que nous avons définie sur L2(µ) est précisément la norme associée à
ce produit scalaire, i.e.

(f | f) = ‖f‖22.
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Mesures quelconques

7.1 Mesures

Nous allons généraliser la notion de mesure en donnant quelques définitions axiomatiques.
Rappelons tout d’abord que si E est un ensemble, l’ensemble S de parties de E est dit tribu
(ou σ–algèbre) si :

(i) E, ∅ ∈ S ;
(ii) Si A ∈ S alors Ac ∈ S ;
(iii) Si A,B ∈ S alors A ∪B ∈ S , i.e. S est fermé pour l’union ;
(iv) Si (Ai)i ∈ S alors

⋃
iAi ∈ S .

Si E est un ensemble et S est une tribu sur E, on dit que le couple (E,S ) est un espace
mesurable.

Définition 7.1.1 Soit (E,S ) un espace mesurable. On appelle mesure positive sur (E,S ) toute
application µ : S → R+ vérifiant :

µ(∅) = 0, µ

(⋃
n

An

)
=
∑
n

µ(An)

pour toute famille dénombrable d’ensembles (An) disjoints deux à deux. On appelle espace mesuré
le triplet (E,S , µ). Dans la pratique, on dit aussi que µ est une mesure sur E.

Ainsi, si (E,S , µ) est un espace mesuré, on déduit les propriétés énoncées dans la proposi-
tion suivante.

Proposition 7.1.1 Soit (E,S , µ) un espace mesuré. On a les propriétés :
(i) Si A,B ∈ S , on a

µ(A) = µ(A \B) + µ(A ∩B),

µ(A ∪B) + µ(A ∩B) = µ(A) + µ(B).

(ii) Si A,B ∈ S et A ⊂ B, alors µ(A) ≤ µ(B).
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(iii) Soit (Ai)i≥1 une famille dénombrable d’ensembles de S . On a

µ

(⋃
i≥1

Ai

)
≤
∑
i≥1

µ(Ai).

Démonstration.

(i) Les ensembles A ∩B et A \B sont disjoints et on a

A = (A ∩B) ∪ (A \B).

Le résultat est donc une conséquence de (i). La deuxième identité est obtenue en uti-
lisant la première et intervertissant A et B.

(ii) En effet
µ(B) = µ(A) + µ(B \A).

(iii) Posons U0 = ∅ et soit pour i ≥ 1,

Ui = A1 ∪ · · · ∪Ai
Bi = Ai \ Ui−1 = Ui \ Ui−1.

On a Bi ⊂ Ai. De plus, les ensembles (Bi) sont deux à deux disjoints et⋃
i≥1

Bi =
⋃
i≥1

Ai.

D’où

µ

(⋃
i≥1

Ai

)
= µ

(⋃
i≥1

Bi

)
=
∑
i≥1

µ(Bi) ≤
∑
i≥1

µ(Ai). ut

Exemple 7.1.1 Soit X un ensemble quelconque et soit, pour tout sous-ensemble E de X

ν(E) =

{
CardE si E est fini,
+∞ sinon,

On peut alors montrer que ν est une mesure sur la tribu de toutes les parties de X . Cette mesure est
appelée mesure de comptage ou mesure du cardinal.

7.2 Intégrale de fonctions mesurables positives

Soit (X,S , µ) un espace mesuré et soit u : X → [0,+∞[ une fonction mesurable étagée,
finie et positive ; notons {a1, . . . , an} l’ensemble de ses valeurs et posons Ai = u−1(ai) de
sorte que

u =

n∑
i=1

ai1Ai .
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On définit l’intégrale de la fonction u par :∫
u =

n∑
i=1

aiµ(Ai),

où on a posé, par convention, 0 · (+∞) = 0. Soient u et v deux fonctions mesurables étagées
et positives, on peut montrer les propriétés suivantes :
(i) Si u ≤ v alors ∫

u ≤
∫
v.

(ii) Si λ est un réel ≥ 0, alors ∫
λu = λ

∫
u.

(iii) ∫
(u+ v) =

∫
u+

∫
v.

Définition 7.2.1 Soit f : X → [0,+∞] une fonction mesurable positive. On appelle intégrale de
f le nombre positif défini par ∫

f = sup

(∫
u

)
,

où u parcourt l’ensemble des fonctions mesurables étagées positives telles que u ≤ f .

Soit maintenant E ∈ S un ensemble mesurable. Pour toute fonction f mesurable positive
définie sur E, on pose ∫

E

f =

∫
f 1E .

Lemme 7.2.1 Soit u : X → [0,+∞[ une fonction mesurable étagée. Pour tout ensemble A ∈ S ,
on pose

ν(A) =

∫
A

u.

L’application ν : S → [0,+∞] ainsi définie est une mesure sur (X,S ).

Soit maintenant u =
∑
i ai1Ai

la décomposition canonique de u. Pour A ∈ S , on a, par
définition

ν(A) =
∑
i

aiµ(A ∩Ai).

Théorème 7.2.1 Soit f : X → [0,+∞] une fonction mesurable positive. Pour tout ensemble mesu-
rable E ∈ S , on pose

ν(E) =

∫
E

f.

L’application ν : S → [0,+∞] ainsi définie est une mesure sur (X,S ). Pour toute fonction mesu-
rable positive g : X → [0,+∞], on a ∫

g dν =

∫
fg dµ.
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Changement de variable

8.1 Introduction

Soit d un entier positif, U et V deux ouverts de Rd et φ un homéomorphisme de U sur V , i.e.
une application bijective, continue ainsi que son application réciproque. Soit λ la mesure de
Lebesgue de Rd restreinte à V . Pour toute partie E mesurable de U posons µ(E) = λ(φ(E)).

Lemme 8.1.1 L’application µ définit une mesure sur U .

Démonstration. On a évidemment µ(∅) = λ(φ(∅)) = 0. Soit maintenant une famille d’en-
sembles de U , (Ai) disjoints deux à deux. On a

µ

(⋃
i

Ai

)
= λ

(
φ

(⋃
i

Ai

))
.

Or φ
(⋃

iAi

)
est une union disjointe d’ensembles de V . D’où le résultat. ut

Dans ce qui suit, nous supposons donnés les ouverts U et V et C1–difféomorphisme φ de U
sur V , i.e. une application bijective continûment dérivable ainsi que l’application réciproque.

Lemme 8.1.2 Si E est un ensemble µ–négligeable contenu dans U , alors l’ensemble φ(E) est λ–
négligeable.

Proposition 8.1.1 Il existe une fonction mesurable h : U → [0,+∞], localement λ–intégrable telle
que dµ = h dλ.

Corollaire 8.1.1 Soit E un ensemble mesurable au sens de Lebesgue contenu dans U , l’ensemble
φ(E) est mesurable au sens de Lebesgue et l’on a

λ(φ(E)) =

∫
E

h dµ.



58 8 Changement de variable

Démonstration. Si l’ensemble E est mesurable au sens de Lebesgue, il existe deux ensembles
mesurables A et B contenus dans U tels que A ⊂ E ⊂ B et que λ(B \ A) = 0. Donc φ(A) ⊂
φ(E) ⊂ φ(B) et par le lemme 8.1.2,

λ(φ(B) \ φ(A)) = λ(φ(B \A)) = 0.

On en déduit que l’ensemble φ(E) est mesurable au sens de Lebesgue et que

λ(φ(E)) = µ(A) = µ(B) =

∫
E

h dλ. ut

Ce corollaire montre que l’application E 7→ φ(E) établit une bijection entre les ensembles
mesurables au sens de Lebesgue contenus dans U et les ensemble mesurables au sens de Le-
besgue contenus dans V . En outre, on peut prolonger la mesure µ aux ensembles mesurables
contenus dans U en posant

µ(E) = λ(φ(E)) =

∫
E

h dλ.

8.2 Le théorème du changement de variable

Notons l’application φ = (φ1, . . . , φd). La matrice jacobienne de l’application φ en un point
x = (x1, . . . , xd) ∈ U est la matrice des dérivées partielles :

J(φ)(x) =

(
∂φi
∂xj

)
1≤i,j≤d

.

Comme l’application φ est de classe C1, la fonction x 7→ det J(φ)(x) est continue ; elle ne
s’annule pas puisque φ est un difféomorphisme.

Proposition 8.2.1 Soit E un ensemble mesurable au sens de Lebesgue contenu dans U . On a

λ(φ(E)) =

∫
E

|det J(φ)(x)| dλ(x).

Ainsi, la fonction |det J(φ)(x)| est la fonction h du corollaire précédent. On notera qu’elle
n’est pas seulement mesurable, elle est continue.

Corollaire 8.2.1 Soit f : V → R une fonction Lebesgue–intégrable. La fonction

x 7→ f(φ(x)) |det J(φ)(x)|

est Lebesgue–intégrable sur U et l’on a∫
V

f(y) dλ(y) =

∫
U

f(φ(x)) |det J(φ)(x)| dλ(x).
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8.3 Coordonnées polaires

On prend, dans ce paragraphe, d = 2.

Proposition 8.3.1 Soit f(x, y) une fonction Lebesgue–intégrable dans le disque D de R2 défini par

D = {(x, y) ∈ R2; x2 + y2 ≤ R2}.

La fonction
g(r, θ) = f(r cos θ, r sin θ)

est Lebesgue–intégrable dans le rectangle

A = {(r, θ); 0 ≤ r ≤ R, 0 ≤ θ ≤ 2π},

et l’on a ∫
D

f(x, y) dx dy =

∫
A

f(r cos θ, r sin θ) r dr dθ.

Démonstration. Soit A′ le rectangle ouvert ]0, 2π[× ]0, R[ et D′ le complémentaire dans D
du segment [0, R] de l’axe horizontal y = 0. L’application φ : A → D définie par φ(r, θ) =
(r cos θ, r sin θ) induit un C1–difféomorphisme de A′ sur D′. Sa matrice jacobienne est

J(φ)(r, θ) =

(
cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

)
et J(φ)(r, θ) = r. Par le théorème du changement de variable, on a∫

D′
f(x, y) dx dy =

∫
A′
f(r cos θ, r sin θ) r dr dθ.

On obtient le résultat en remarquant que les ensembles D \ D′ et A \ A′ sont négligeables.
ut

8.4 Mesure sur la sphère

Soit d un entier ≥ 0. Pour tout point x = (x1, . . . , xd+1) de Rd+1, posons ‖x‖ = (x21 + · · · +
x2d+1)

1
2 . La boule unité Bd+1 de Rd+1 est l’ensemble des points x de Rd+1 tels que ‖x‖ ≤ 1 et

la sphère unité Sd est l’ensemble des points x tels que ‖x‖ = 1.
Pour toute partie A de Sd, on note C(A) l’ensemble des points x = rs de Rd+1, où 0 < r ≤ 1
et s ∈ A. Si A est un ouvert dans Sd, l’ensemble C(A) est ouvert dans Bd+1. Donc, une partie
A de Sd est mesurable si et seulement si l’ensemble C(A) est mesurable.
On définit sur Sd la mesure σd par

σd(A) = (d+ 1)λd+1(C(A))

pour toute partie mesurable A de Sd. Soient A un ensemble mesurable de Sd et a, b ∈ R avec
0 < a ≤ b. On en déduit que si bd est la mesure de Lebesgue de la boule unité Bd+1 de Rd+1

alors
σd(Sd) = (d+ 1) bd+1.



60 8 Changement de variable

Proposition 8.4.1 Soit f une fonction Lebesgue–intégrable sur Rd. On a∫
Rd+1

f dλd+1 =

∫
]0,+∞[×Sd

f(rs) rd dλ(r) dσd(s).

Corollaire 8.4.1 Soit F : [0,+∞) → R une fonction et soit f : Rd+1 → R définie par f(x) =
F (‖x‖). Si F est mesurable et positive il en est de même pour f et on a∫

Rd+1

f(x) dx = (d+ 1)bd+1

∫ +∞

0

F (r) rd dr

où bd+1 est la mesure de Lebesgue de la boule unité Bd+1 de Rd+1.
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